
浙江大学 2016-2017 学年 秋冬 学期 

《线性代数（甲）》课程期末考试试卷 

一. (本题 10 分)计算行列式
|

|
𝑐𝑜𝑠
𝛼 − 𝛽

2
𝑠𝑖𝑛
𝛼 + 𝛽

2
𝑐𝑜𝑠
𝛼 + 𝛽

2

𝑐𝑜𝑠
𝛽 − 𝛾

2
𝑠𝑖𝑛
𝛽 + 𝛾

2
𝑐𝑜𝑠
𝛽 + 𝛾

2

𝑐𝑜𝑠
𝛾 − 𝛼

2
𝑠𝑖𝑛
𝛾 + 𝛼

2
𝑐𝑜𝑠
𝛾 + 𝛼

2

|

|
. 

 

二.(本题 15 分)已知矩阵𝐴的伴随矩阵𝐴∗ = (
1 0 0
1 1 0
1 1 1

).而且𝐴−1 +𝐸可逆,如果矩阵𝑋满足𝐴−1𝑋𝐴+

𝑋𝐴+ 2𝐸 = 0,求矩阵𝑋. 

 

三.(本题 15 分)解线性方程组

{ 
 
  

𝑥+ 𝑦 + 𝑧 = 1
𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 = 𝑑

𝑎2𝑥 + 𝑏2𝑦 + 𝑐2𝑧 = 𝑑2
. 

 
四.(本题 15 分) 

(1)设 n 阶矩阵 A 的特征值为𝜆1, 𝜆2,… , 𝜆𝑛,求矩阵𝐶 = (
0 𝐴
𝐴 0

)的特征值; 

(2)已知∑𝑎𝑘 = 0
𝑛

𝑘=1

,求𝑛阶矩阵𝐴 =

(

  
  
 
𝑎1
2 + 1 𝑎1𝑎2 + 1 ⋯ 𝑎1𝑎𝑛 + 1

𝑎2𝑎1 + 1 𝑎2
2 + 1 ⋯ 𝑎2𝑎𝑛 + 1

⋯ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛𝑎1 + 1 𝑎𝑛𝑎2 + 1 ⋯ 𝑎𝑛

2 + 1 )

  
  
 

的特征值. 

 

五. (本题 15 分)已知𝐴 = (
𝐴1
𝐴2

)为实可逆矩阵,其中𝐴1, 𝐴2分别为𝑝 × 𝑛, (𝑛 − 𝑝) × 𝑛矩阵. 

(1)求二次型𝑓(𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑛) = 𝑋
𝑇 (𝐴1

𝑇𝐴1 −𝐴2
𝑇𝐴2)𝑋的正惯性指数和负惯性指数; 

(2)求证矩阵𝐴1
𝑇𝐴1 −𝐴2

𝑇𝐴2可逆. 

 
六.(本题 15 分)设𝑅[𝑥]是实系数多项式全体,定义其上内积函数如下: 

(𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)) = ∫
1

√
1 − 𝑥2

1

−1

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥, ∀𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥]. 

(1)请将1, 𝑥, 𝑥2, 𝑥3改造为正交多项式组; 

(2)请将多项式4𝑥3 + 3𝑥2 + 2𝑥 + 1用上述正交多项式组线性表示. 

 
七.(本题 8 分)设𝐴是𝑛阶实矩阵,如果对于任意𝑛维向量𝑥,都有‖𝐴𝑥‖ = ‖𝑥‖,则𝐴是正交矩阵. 

 
八.(本题 7 分)设𝐸𝑟, 𝐸𝑠分别是𝑟阶和𝑠阶单位矩阵,𝑎为非零常数,𝐴,𝐵分别为𝑟 × 𝑠和𝑠 × 𝑟矩阵. 

(1)试求矩阵𝑈,𝑊,𝑋, 𝑌使得 

(
𝐸𝑟 𝑂

𝑋 𝐸𝑠
)(
𝑎𝐸𝑟 𝐴

𝐵 𝐸𝑠
) = (

𝑎𝐸𝑟 𝐴

𝑂 𝑌
) , (
𝐸𝑟 𝑊

𝑂 𝑌
)(
𝑎𝐸𝑟 𝐴

𝐵 𝐸𝑠
) = (

𝑈 𝑂
𝐵 𝐸𝑠

) ; 

(2)等式𝑎𝑠|𝑎𝐸𝑟 −𝐴𝐵| = 𝑎
𝑟|𝑎𝐸𝑠 −𝐵𝐴|是否成立?请尽量详细地说明理由. 

 



浙江大学 2016-2017 学年 春夏 学期 

《线性代数（甲）》课程期末考试试卷 

一.(本题 10 分)计算𝑛阶行列式

|
 
 
 
 
 
1 2 3 ⋯ 𝑛 − 1 𝑛
1 −1 0 ⋯ 0 0
0 2 −2 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ 𝑛 − 2 2 − 𝑛 0
0 0 ⋯ ⋯ 𝑛 − 1 1 − 𝑛|

 
 
 
 
 

的值. 

 

二.(本题 15 分)设𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑为任意实常数,有线性方程组如下:

{
  
 

  
 𝑥1 + 𝑎𝑥2 + 𝑎2𝑥3 = 𝑎3

𝑥1 + 𝑏𝑥2 + 𝑏2𝑥3 = 𝑏3

𝑥1 + 𝑐𝑥2 + 𝑐2𝑥3 = 𝑐3

𝑥1 + 𝑑𝑥2 + 𝑑2𝑥3 = 𝑑3

. 

(1)试证明当𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑互异时,上述方程组无解; 

(2)设𝑎 = 𝑏 = 𝑘, 𝑐 = 𝑑 = −𝑘,且[−1,1,1]𝑇是上述方程组的一个特解,试求上述方程组的通解. 

 
三.(本题 15 分)设𝑅2×2是2阶实矩阵关于矩阵的加法运算和数乘运算构成的实线性空间,令𝑉 = {𝐴 ∈

𝑅2×2|𝑡𝑟𝐴 = 0}. 

(1)试证明𝑉 关于矩阵的加法运算和数乘运算构成实数域𝑅上的线性空间; 

(2)试求线性空间𝑉 的一组基和维数. 

四.(本题 15 分)设有𝑛阶矩阵如下:𝐴 =

[

 
 
 
 
 

0 1 0 ⋯ 0 0
0 0 1 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮ ⋮
⋮ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮ ⋮
0 0 0 ⋯ 0 1
1 0 0 ⋯ 0 0]

 
 
 
 
 

,试求𝐴的实特征值及其对应的特征向量. 

 
五.(本题 15 分)当𝑡取何值时,实二次型𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥1

2 + 𝑥2
2 + 5𝑥3

2 + 2𝑡𝑥1𝑥2 − 2𝑥1𝑥3 + 4𝑥2𝑥3是正定

二次型? 

 
六.(本题 15 分)设𝑉 = 𝑅[𝑥]3是次数小于3的实系数一元多项式和零多项式组成的关于多项式加法和数

乘所构成的实线性空间. 

(1)试证明{1 + 𝑥2, 1 + 𝑥, 1}是 V 的一组基,记作(Ⅰ); 

(2)若对于任意的实系数多项式𝑝1(𝑥) = 𝑎1 + 𝑎2𝑥 + 𝑎3𝑥2, 𝑝2(𝑥) = 𝑏1 + 𝑏2𝑥 + 𝑏3𝑥2 ,定义他们的内积为

(𝑝1(𝑥), 𝑝2(𝑥)) = 𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 + 𝑎3𝑏3,试用施密特正交化方法将上述基{1 + 𝑥2,1 + 𝑥, 1}改造成𝑉 的标准

正交基; 

(3)设{1 + 𝑥 + 𝑥2,1 − 𝑥2,1 − 𝑥}是𝑉 的另外一组基,记作基(Ⅱ),试求基(Ⅰ)到基(Ⅱ)的过渡矩阵 

(4)问基(Ⅰ)和基(Ⅱ)在(2)中的内积下的度量矩阵有何关系? 

 
七.(本题 8 分)设𝐴, 𝐵都是𝑛阶方阵,求证: 

(1)𝐴𝐵 + 𝐵和𝐵𝐴 + 𝐵有相同的特征值; 

(2)如果𝐴𝐵 = (𝐵 − 𝐴𝑇 )𝐴,则𝐴 = 𝑂. 

 
八.(本题 7 分)试证明任何一个方阵可表示为一个幂等矩阵(满足𝐴2 = 𝐴的方阵)和一个可逆矩阵的乘

积. 



浙江大学 2017-2018 学年 秋冬 学期 

《线性代数（甲）》课程期末考试试卷 

一.(本题 10 分)设𝐷 =

|
  
 
𝑎11 𝑎11 … 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎21 … 𝑎2𝑛

… … … …
𝑎𝑛1 𝑎𝑛1 … 𝑎𝑛𝑛|

  
 
, 

试证明: |

𝑎11 + 𝑏1 𝑎11 + 𝑏2 … 𝑎1𝑛 + 𝑏𝑛

𝑎21 + 𝑏1 𝑎21 + 𝑏2 … 𝑎2𝑛 + 𝑏𝑛

… … … …
𝑎𝑛1 + 𝑏1 𝑎𝑛1 + 𝑏2 … 𝑎𝑛𝑛 + 𝑏𝑛

| = 𝐷 +∑ 𝑏𝑗

𝑛

𝑗=1

∑𝐴𝑖𝑗

𝑛

𝑖=1

. 

其中𝐴𝑖𝑗为𝐷中元素𝑎𝑖𝑗的代数余子式. 

 
二.(本题 15 分)设𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛽 = 𝛼1 + 𝛼2 + α3是某个线性空间中的 4 个向量.试证明:𝛽 − 𝛼1, 𝛽 −

𝛼2, 𝛽 − 𝛼3线性无关当且仅当𝛼1, 𝛼2, 𝛼3线性无关. 

 
三.(本题 15 分)设𝐴是一个𝑛(𝑛 ≥ 2)阶方阵,试求所有满足𝐴∗ = 𝐴的方阵𝐴,其中𝐴∗为𝐴的伴随矩阵. 

 
四 .(本题 15 分 )求向量组𝛼1 = (6,4,1, −1,2)𝑇 , 𝛼2 = (1,0,2,3, −4)𝑇 , 𝛼3 = (1,4, −9, −16,22)𝑇 , 𝛼4 =

(7,1,0, −1,3)𝑇的一个极大线性无关组和秩. 

 

五.(本题 15 分)设𝐴 = (
1 0 0
0 𝜔 0
0 0 𝜔2

),其中数𝜔 ≠ 1且𝜔3 = 1,令𝑉 = {𝑓(𝐴)|𝑓为复系数一元多项式}. 

(1)试证明𝑉 关于矩阵的加法和数乘运算构成复数域ℂ上的一个线性空间; 

(2)试求线性空间𝑉 的一组基和维数. 

 

六.(本题 15 分)设𝐴 =

(

  
 

0 0 6 −5
0 0 −5 4
0 0 3.5 −1.5
0 0 5 −2 )

  
 

. 

(1)求𝐴的所有特征值与特征向量; 

(2)问是否存在可逆矩阵𝑃使得𝑃 −1𝐴𝑃为对角矩阵?若存在,求出𝑃 ;若不存在,请说明理由; 

(3)请问是否存在正交矩阵𝑄使得𝑄𝑇 𝐴𝑄为对角矩阵?若存在,求出𝑄;若不存在,请说明理由. 

 
七.(本题 8 分)设𝐴为𝑛阶实对称矩阵,试证明𝐴半正定当且仅当∀𝑐 > 0, 𝑐𝐸 + 𝐴正定. 

 
八.(本题 7 分)设𝐴为可逆的𝑛阶实对称矩阵,𝐵为𝑛阶实反对称矩阵,且有𝐴𝐵 = 𝐵𝐴,试证明:𝐴 − 𝐵可逆. 



浙江大学 2017-2018 学年 春夏 学期 

《线性代数（甲）》课程期末考试试卷 

一.(本题 10 分)计算行列式

|
 
 
 
 
1 1 1 1 1
1 2 3 4 5
1 22 32 42 52

1 23 33 43 53

1 25 35 45 55|
 
 
 
 

的值. 

 
二.(本题 15 分) 

(1)叙述向量组α1, α2,… , α𝑛线性相关与线性无关的定义; 

(2)设向量组𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑟 线性无关 ,而向量组𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑟, 𝛽线性相关 ,证明 : 𝛽可以由向量组

𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑟唯一线性表示. 

 
三.(本题 15 分)设𝑋1, … , 𝑋𝑡是非齐次线性方程组𝐴𝑋 = 𝑏的𝑡个解,证明:𝑘1𝑋1 + ⋯ + 𝑘𝑡𝑋𝑡是𝐴𝑋 = 𝑏的

解⇔ 𝑘1 + ⋯ + 𝑘𝑡 = 1. 

 
四.(本题 15 分)设𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛为某个实线性空间𝑉 中的𝑛个向量,其秩为𝑟 ≥ 1,且𝑛 − 𝑟 ≥ 1,设𝑊 =

{(𝑘1, … , 𝑘𝑛)𝑇 ∈ 𝑅𝑛|𝑘1𝛼1 + ⋯ + 𝑘𝑛𝛼𝑛 = 0}. 

证明:(1)𝑊为𝑅𝑛的一个子空间; 

(2)求𝑊的一组基和维数. 

 

五.(本题 15 分)设(Ⅰ):1, 𝑥, 𝑥2,(Ⅱ):(𝑥 − 2)(𝑥 − 3), (𝑥 − 1)(𝑥 − 3), (𝑥 − 1)(𝑥 − 2)是线性空间𝑅[𝑥]3的两

组基,求: 

(1)从基(Ⅰ)到基(Ⅱ)的过渡矩阵; 

(2)从基(Ⅱ)到基(Ⅰ)的过渡矩阵; 

(3)设𝑝(𝑥) = 1 + 𝑥 + 𝑥2,求𝑝(𝑥)在基(Ⅱ)下的坐标. 

 
六.(本题 15 分)暂缺. 

 
七.(本题 8 分)设𝛼, 𝛽是𝑛维欧氏空间的两个互异向量,‖𝛼‖ = ‖𝛽‖ = 1,证明:(𝛼, 𝛽) ≠ 1. 

 
八.(本题 7 分)设𝐴是𝑛阶实对称矩阵,如果有𝑛阶实矩阵𝐵,使得𝐴𝐵𝑇 + 𝐵𝐴的所有特征值为正实数,证

明:𝐴可逆. 



浙江大学 2018-2019 学年 秋冬 学期 

《线性代数（甲）》课程期末考试试卷 

一.(本题 15 分)设有𝑛阶行列式如下: 

𝐷𝑛 =

|
 
 
 
 
𝑎1 1 0 ⋯ 0

−1 𝑎2 1 ⋯ 0

0 −1 𝑎3 1 ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 1
0 0 ⋯ −1 𝑎𝑛|

 
 
 
 

,其中𝑎1, … , 𝑎𝑛为任意实常数. 

(1)证明:∀𝑛 ≥ 3, 𝐷𝑛 = 𝑎𝑛𝐷𝑛−1 + 𝐷𝑛−2; 

(2)当𝑎1 = ⋯ = 𝑎𝑛 = 0时,计算𝐷𝑛的值; 

(3)当𝑎1 = ⋯ = 𝑎𝑛 = 1时,计算𝐷𝑛的值. 

 
二.(本题 15 分)设 V 为所有二阶实对称矩阵组成的集合,已知 V 关于矩阵加法和矩阵数乘构成一个实

线性空间,试证明:𝛼1 = [
1 0
0 −1

] , 𝛼2 = [
1 0
0 1

] , 𝛼3 = [
1 1
1 1

]是 V 的一组基. 

 

三.(本题 15 分)解线性方程组

{
 
 

 
 2𝑥1 + 5𝑥2 + 𝑥3 + 3𝑥4 = 2

4𝑥1 + 6𝑥2 + 3𝑥3 + 5𝑥 − 4 = 4

4𝑥1 + 14𝑥 − 2 + 𝑥3 + 7𝑥4 = 4

2𝑥1 − 3𝑥2 + 3𝑥3 + 𝜆𝑥4 = 7

,其中𝜆为实参数. 

 

四.(本题 10 分)设𝐴是一个𝑛(𝑛 ≥ 3)阶方阵,试求所有满足(𝐴∗)∗ = 𝐴的方阵𝐴. 

 
五.(本题 15 分)设𝑅[𝑥]3是次数小于等于3的实系数多项式和零多项式组成的集合,已知𝑅[𝑥]3关于多项

式加法和实数与多项式的乘法构成一个实线性空间.设𝑊 = {𝑘1𝑥 + 𝑘2(1 + 𝑥2)|𝑘1, 𝑘2 ∈ 𝑅}. 

(1)证明𝑊是𝑅[𝑥]3的一个子空间; 

(2)若在𝑊上定义一个内积: 

∀𝛼(𝑥), 𝛽(𝑥) ∈ 𝑊, (𝑎𝑙𝑝ℎ𝑎(𝑥), 𝛽(𝑥)) = ∫ 𝛼(𝑥)𝛽(𝑥)𝑑𝑥,

1

0

 

试将𝑊的一组基𝑥, 1 + 𝑥2化为𝑊的一组标准正交基𝜂1, 𝜂2 

(3)求基𝑥, 1 + 𝑥2到基𝜂1, 𝜂2的过渡矩阵. 

 
六.(本题 15 分)设有实二次型𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 2𝑥1𝑥2 + 2𝑥3𝑥4 + 𝑡𝑥3

2 + 2𝑥4
2,其中𝑡为参数. 

(1)写出二次型𝑓对应的矩阵𝐴; 

(2)若3是𝐴的一个特征值,试求出𝑡的值; 

(3)设𝐵 = 𝐴𝑇 𝐴,问𝑡取何值时𝐵不是正定的? 

 
七.(本题 8 分)设𝐴为𝑛阶实对称矩阵,且|𝐴| < 0,试证明存在一个𝑛维实列向量𝑋,使得𝑋𝑇 𝐴𝑇 < 0. 

 
八.(本题 7 分)设𝐴, 𝐵是两个𝑚 × 𝑛阶矩阵且存在两个方阵𝐶, 𝐷使得𝐴 = 𝐵𝐶, 𝐵 = 𝐴𝐷,试证明:存在可

逆矩阵𝑀使得𝐵 = 𝐴𝑀 . 



浙江大学 2019-2020 学年秋冬学期 

《线性代数（甲）》课程期末考试试卷 

一.(本题 10 分)设有𝑛阶方阵𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑛×𝑛,其中𝑎𝑖𝑗 = sin(𝑖 + 𝑗) ,  ∀𝑖, 𝑗 = 1,2,… , 𝑛,求行列式|𝐴|的值. 

 
二.(本题 15 分)设𝛼1 = (1,2,1,0)

𝑇 , 𝛼2 = (1,1,1,2)
𝑇 , 𝛼3 = (3,4,3,4)

𝑇 , 𝛼4 = (1,1,2,1)
𝑇 , 𝛼5 = (4,5,6,4)

𝑇  

是实向量空间𝑅4中的一个向量组,𝐿是该向量组生成的𝑅4的子空间. 

(1)试证明:𝛽1 = {𝛼1, 𝛼2, 𝛼4}和𝛽2 = {𝛼2, 𝛼3, 𝛼5}分别是𝐿的两组基; 

(2)求从基𝛽1到基𝛽2的过渡矩阵. 

 

三.(本题 15 分)设有实矩阵𝐴 = [
1 2 3
2 3 5
1 1 𝑎

] ,𝐵 = [
1 𝑏 𝑐
2 𝑏2 𝑐 + 1

],其中𝑎, 𝑏, 𝑐为实常数.已知齐次线性

方程组𝐴𝑋 = 0和𝐵𝑋 = 0同解,试求𝑎, 𝑏, 𝑐的值. 

 

四.(本题 20 分)设有三阶实方阵𝐴 = [
0 0 1
𝑎 1 𝑏
1 0 0

],其中𝑎, 𝑏为实常数. 

(1)求出𝐴的特征值; 

(2)试问𝑎, 𝑏满足什么条件时,𝐴可相似于一对角化矩阵？ 

(3)设𝐵 = [
1 0 0
0 1 2
0 0 −1

],若𝐴可相似对角化,试问𝐴是否相似于𝐵？请说明你的理由; 

(4)若𝐴可相似对角化,求一可逆矩阵𝑃使得𝑃−1𝐴𝑃为对角矩阵. 

 
五.(本题 15 分) 

(1)设𝑅+为所有正实数组成的集合,加法和数乘定义如下:∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅+, 𝑘 ∈ 𝑅, 𝑎 ⊕ 𝑏 = 𝑎𝑏, 𝑘 ⊙ 𝑎 = 𝑎
𝑘,已

知𝑅+关于加法⊕和数乘⊙构成一个实线性空间,试求𝑅+的一组基和维数; 

(2)设𝑉是一个𝑛维实线性空间.试证明:存在𝑉中的一个由可列无穷多个向量组成的向量组{𝛼𝑖: 𝑖 ∈ 𝑍+},

使得其中的任意𝑛个向量组成的向量组都是𝑉的一组基. 

 
六.(本题 10 分)设𝐴是一个𝑛阶实对称矩阵,满足𝐴2 = 𝐸以及0 < 𝑟(𝐴 + 𝐸) = 𝑟 < 𝑛. 

(1)求二次型𝑓(𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑛) = 𝑋
𝑇𝐴𝑋的规范型(其中𝑋 = (𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑛)

𝑇 ); 

(2)设𝐵 = 𝐸 +𝐴+𝐴2 +𝐴3 +𝐴4,证明𝐵正定,并求行列式|𝐵|的值. 

 
七.(本题 8 分)设𝐴是一个𝑛阶方阵(𝑛 ≥ 2),𝐴∗是𝐴的伴随矩阵且满足𝐴11 ≠ 0,是一个𝑛维非零列向量,试

证明:非齐次线性方程组𝐴𝑋 = 𝛼有无穷多解当且仅当𝛼是齐次线性方程组𝐴∗𝑋 = 0的解. 

 
八.(本题 7 分)设𝛽是欧氏空间𝑉中的一个非零向量,𝛽1, 𝛽2, 𝛽3是𝑉中的三个向量,并且满足: 

(1)(𝛽𝑖, 𝛽) > 0, 𝑖 = 1,2,3; 

(2)(𝛽𝑖, 𝛽𝑗) < 0, 𝑖, 𝑗 = 1,2,3, 𝑖 ≠ 𝑗. 

试证明:𝛽1, 𝛽2, 𝛽3线性无关. 



浙江大学 2019-2020 学年 春夏 学期 

《线性代数（甲）》课程期末考试试卷 

一.(本题 10 分)设𝑥为非零实常数,有𝑛阶方阵𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑛×𝑛满足∀𝑖 = 1,… , 𝑛, 𝑎𝑖𝑖 = 1 + 𝑥
2, ∀𝑗 =

1,… , 𝑛 − 1, 𝑎𝑗,𝑗+1 = 𝑥,∀𝑙 = 2,… , 𝑛, 𝑎𝑙,𝑙−1 = 𝑥,其余元素全部为0. 

试证明|𝐴| =∑𝑥2𝑘
𝑛

𝑘=0

. 

 
二.(本题 20 分)设𝑅4中有两组基. 

(Ⅰ):𝛼1 = (1,2, −1,0)
𝑇 , 𝛼2 = (1,−1,1,1)

𝑇 , 𝛼3 = (−1,2,1,1)
𝑇 , 𝛼4 = (−1,−1,0,1); 

(Ⅱ):𝛽1 = (2,1,0,1)
𝑇 , 𝛽2 = (0,1,2,2)

𝑇 , 𝛽3 = (−2,1,1,2)
𝑇 , 𝛽4 = (1,3,1,2). 

(1)试求基(Ⅰ)到基(Ⅱ)的过渡矩阵𝑀 ; 

(2)设有向量𝜂 = (1,0,0,0)𝑇 ,试求它在基(Ⅰ)下的坐标𝑋. 

 
三.(本题 20 分)在𝑅4中求一非零向量𝛼,使得它在下列两组基(Ⅰ), (Ⅱ)下有相同的坐标,其中基(Ⅰ)为

𝑒1 = (1,0,0,0)
𝑇 , 𝑒2 = (0,1,0,0)

𝑇 , 𝑒3 = (0,0,1,0)
𝑇 , 𝑒4 = (0,0,0,1)

𝑇 ,基(Ⅱ)为𝜀1 = (2,1,−1,1)
𝑇 , 𝜀2 =

(0,3,1,0)𝑇 , 𝜀3 = (5,3,2,1)
𝑇 , 𝜀4 = (6,6,1,3)

𝑇 . 

 
四.(本题 10 分)如果一个𝑛阶方阵至少有𝑛2 − 𝑛+ 1个元素为零,那么这个矩阵的秩最多是多少?试写出

一个满足条件的具有最大秩的矩阵. 

 
五.(本题 10 分)设𝑉是一个𝑛维实线性空间,(Ⅰ):𝜀1,… , 𝜀𝑛, (Ⅱ):𝜂1,… , 𝜂𝑛是𝑉的两组基,设𝑊 = {𝛼 ∈

𝑉 |𝛼在基(Ⅰ)和基(Ⅱ)下有相同的坐标}. 

(1)证明𝑊是𝑉的子空间; 

(2)若设向量𝜀1 − 𝜂1,… , 𝜀𝑛 − 𝜂𝑛的秩为𝑟,试求𝑊的维数. 

 
六.(本题 15 分)设有二次型𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥1

2 + 𝑥2
2 + 𝑥3

2 + 𝑥1𝑥2 + 𝑥1𝑥3 + 𝑥2𝑥3,试求该二次型的规范

形,并判断该二次型是否正定. 

 

七.(本题 8 分)设正整数𝑟满足0 < 𝑟 < 𝑛,令𝐴 = (
𝐸𝑟 𝐵

𝑂 −𝐸𝑛−𝑟
),其中𝐵𝑟×(𝑛−𝑟)为任意实矩阵,𝑂是

(𝑛 − 𝑟) × 𝑟零矩阵,试证明:𝐴可相似对角化. 

 
八.(本题 7 分) 

(1)设𝐴是一个𝑛阶实矩阵,试证明𝐴是反对称矩阵当且仅当𝐴𝐴𝑇 = −𝐴2; 

(2)设𝐶是𝑛阶正定矩阵,𝐵是满足𝐵𝐵𝑇 = −𝐵2的𝑛阶实矩阵,试证明𝐶 +𝐵可逆. 



浙江大学 2020-2021 学年 秋冬 学期 

《线性代数（甲）》课程期末考试试卷 

一.(本题 10 分)设𝑥, 𝑎, 𝑏为实常数满足𝑎 ≠ 𝑏,并有𝑛(≥ 2)阶方阵𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑛×𝑛满足∀𝑘 = 1,… , 𝑛, 𝑎𝑘𝑘 =

𝑥, ∀𝑝, 𝑞 = 1, … , 𝑛, 𝑝 < 𝑞, 𝑎𝑝𝑎 = 𝑎, ∀𝑙,𝑚 = 1,… , 𝑛, 𝑙 > 𝑚, 𝑎𝑙𝑚 = 𝑏,试计算𝑛阶行列式|𝐴|. 

 
二.(本题 20 分)设𝑅3中有一个向量组(Ⅰ):𝛼1 = (1,−1,0)

𝑇 , 𝛼2 = (−1,0,1)
𝑇 , 𝛼3 = (1,2,2)

𝑇  

(1)试证明向量组(Ⅰ)是𝑅3的一组基; 

(2)试用施密特正交化方法将基(Ⅰ)改造为𝑅3的一组标准正交基,并记作(Ⅱ); 

(3)试求基(Ⅱ)到基(Ⅰ)的过渡矩阵𝑀 . 

 

三.(本题 20 分)设λ, μ为实常数,试求解线性方程组

{
  
 

  
 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 = 1

𝑥1 + 𝑥2 + 𝜆𝑥3 − 𝑥4 = 1

𝑥1 + 𝜆𝑥2 + 𝑥3 + 𝜇𝑥4 = 1

𝜆𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 = 𝜇

. 

 

四.(本题 15 分)设𝑎, 𝑏为实常数,已知矩阵𝐴 = (
1 −1 1
2 4 −2
−3 −3 𝑎

)与矩阵𝐵 = (
2 0 0
0 2 0
0 0 𝑏

)相似. 

(1)试求𝑎, 𝑏的值; 

(2)求一可逆矩阵𝑃使得𝑃−1𝐴𝑃 = 𝐵. 

 
五.(本题 10 分)设𝑚,𝑛, 𝑝为正整数,𝐴是一个𝑚× 𝑛实矩阵,B 是一个𝑝 × 𝑛实矩阵,并设𝑊 = {𝐴𝑋 ∈

ℝ𝑚|𝐵𝑋 = 0𝑝},其中0𝑝是一个 p 维(元)零列向量. 

(1)证明 W 是𝑅𝑚的子空间; 

(2)若𝑟((
𝐴

𝐵
)) = 𝑟1, 𝑟(𝐵) = 𝑟2,试求𝑊的维数. 

 
六.(本题 10 分)设有实二次型𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 2𝑥1𝑥2 − 6𝑥1𝑥3 + 2𝑥2𝑥3,试求该二次型的规范形,并求出

该二次型的秩与正惯性指数. 

 
七.(本题 8 分) 

(1)设𝐴,𝐵,𝐶为 3 个𝑛阶方阵,试写出关于方阵𝐴,𝐵,𝐶秩的 Frobenius 不等式; 

(2)设𝐴是一个𝑛阶实方阵,试证明: 

①.2𝑟(𝐴2) ≤ 𝑟(𝐴3) + 𝑟(𝐴); 

②.2021𝑟(𝐴2) ≤ 𝑟(𝐴2022) + 2020𝑟(𝐴). 

 
八.(本题 7 分) 

(1)设𝐴,𝐵都是𝑛阶实对称矩阵且𝐴正定,试证明𝐴𝐵可相似对角化; 

(2)设𝐷是以一个𝑛阶实正交矩阵,已知𝐷+𝐸可逆,试证明: 

①.矩阵方程𝐷(𝐸 +𝑋) = 𝐸 −𝑋有解𝑋; 

②.①中的解𝑋为实反对称矩阵. 



浙江大学 2021-2022 学年 秋冬 学期 

《线性代数（甲）》课程期末考试试卷 

一.𝐷 = |

𝑎1 + 𝑥 𝑎2 … 𝑎𝑛
𝑎1 𝑎2 + 𝑥 … 𝑎𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎1 𝑎2 … 𝑎𝑛 + 𝑥

| ,证明: 𝐷 = 𝑥𝑎 + 𝑥𝑛−1∑ 𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

. 

 
二.已知𝑅3中的向量𝛼1 = (2,4,2)

𝑇 , 𝛼2 = (1,1,0)
𝑇 , 𝛼3 = (2,3,1)

𝑇 , 𝛼4 = (3,5,2)
𝑇 ,由𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4构成子

空间𝐿(𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4). 
(1)证明:基(Ⅰ)𝛼1, 𝛼2是𝐿的一组基;基(Ⅱ)𝛼3, 𝛼4是𝐿的一组基; 

(2)求基(Ⅱ)到基(Ⅰ)的过渡矩阵. 

 

三.设𝜆为实参数,求解线性方程组

{ 
 
  
𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3 = 1

2𝑥1 + 3𝑥2 + 𝜆𝑥3 = 3

𝑥1 + 𝜆𝑥2 + 3𝑥3 = 2

. 

 
四.实矩𝐴满足6𝐴3 + 11𝐴2 − 6𝐴 + 1. 

(1)求𝐴的特征值; 

(2)令𝑀𝑘 = 𝐴
𝑘 = (𝑎𝑖𝑗(𝑘)),证明 lim

𝑘→+∞
(𝑎𝑖𝑗(𝑘))存在; 

(3)当𝑘 → +∞时,设𝑀 =𝑀𝑘,证明𝑀是幂等矩阵,即𝑀2 = 𝑀 . 

 
五.对于𝑥 ∈ (0,1)的函数空间𝑉 ,定义加法∀𝑓, 𝑔 ∈ 𝑉 , 𝑓 + 𝑔 ≜ 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥),定义数乘法,∀𝑘, 𝑓 ∈ 𝑉 , 𝑘𝑓 ≜

𝑘𝑓(𝑥). 

(1)证明:由𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑒𝑥能构成子空间; 

(2)证明:向量𝑓(𝑥) = 𝑥, 𝑔(𝑥) = 𝑥 + 𝑒𝑥,两个向量线性无关; 

(3)把𝑓(𝑥) = 𝑥, 𝑔(𝑥) = 𝑥 + 𝑒𝑥化为欧氏空间一组标准正交基𝜂1, 𝜂2. 

 
六.𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥1𝑥2 − 𝑥1𝑥3,求二次型的规范形,秩,符号差. 

 

七.证明:对𝐴𝑚×𝑛, 𝑟 ≤ 𝑚𝑖𝑛(𝑚,𝑛), 𝑟(𝐴) = 𝑟,当且仅当𝐴可分解为𝐴 =∑𝛼𝑖𝛽𝑖
𝑇

𝑟

𝑖=1

, 𝛼1, 𝛼2,… ,𝛼𝑟和𝛽1, 𝛽2,… 

,𝛽
𝑟
是线性无关的列向量. 

 
八.(1)𝐴是𝑛阶实对称矩阵,𝐵是𝑛阶正定矩阵,证明:矩阵𝐴𝐵的特征值均为实数. 

(2)𝐴,𝐵均为实矩阵,且符合𝐴−1 +𝐵−1 = (𝐴 +𝐵)−1,试证明(𝐴𝐵−1)3 = 𝐸. 
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