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写在前面

此笔记为张挺老师《常微分方程》课程的学习笔记，课程代码 MATH2102M.
笔记顺序为授课顺序，与教材顺序略有不同.

约定

在整个笔记中，若无特殊说明，均采用以下约定:

• I 表示一段连续的区间.

• C(I) 表示在区间 I 上所有连续函数所组成的集合.

• Cn(I) 表示在区间 I 上所有直到 n 阶导数均连续的函数所组成的集合.

• ODE 表示常微分方程 (Ordinary Differential Equation).

• LODE 表示线性常微分方程 (Linear Ordinary Differential Equation).

• ODEs 表示常微分方程组 (Ordinary Differential Equations System).

•
∫
p(x) dx 表示 p(x) 的其中一个原函数.
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1 基本概念

微分方程 (differential equation) 主要分为以下两类：

自变量 未知函数

一个 常微分方程

多个 偏微分方程

Definition 1.1. 微分方程中实际出现的最高阶导数，称为该微分方程的阶数。

方程中实际出现的最高阶导数，称为阶数。

实际情况下，微分方程是系统中的瞬时状态的表示，然后进行求解（一般是多个解），再通过求

得的解修正微分方程。

微分方程通过加「定解条件」，得到「定解问题」。我们常说的初值（柯西）问题就是给定初值

条件。

Example 1.1 (单摆). 我们认为 θ 充分小，有 θ ∼ sin θ.
对重力进行分解:

F = −mg sin θ

位移:
x = lθ

因此我们有:

−mg sin θ = ma = mlθ′′

θ′′ +
g

l
sin θ = 0

θ′′ +
g

l
θ = 0 (近似解)

微分方程的一般形式为:
F (x, y, y′, · · · , y(n)) = 0

标准形式为:
y
(n)
(x) = F (x, y(x), y

′′
(x), · · · , y

(n−1)
(x) )

Definition 1.2. 若 y = φ(x) 在连续区间 I 上连续，直至 n 阶导连续，且成立

F (x, y, y′, · · · , y(n)) = 0

则称 y = φ(x) 是 F (x, y, y′, · · · , y(n)) = 0 在区间 I 的一个解.

• 特解: 不含任意常数 C

• 通解: y = φ(x,C1, C2, · · · , Cn) （一族函数）包含 n 个独立的任意常数.
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Definition 1.3. 当 C1, C2, · · · , Cn 满足 Jacobi 行列式∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂φ

∂C1

∂φ

∂C2

· · · ∂φ

∂Cn

∂φ′

∂C1

∂φ′

∂C2

· · · ∂φ′

∂Cn

...
...

...

∂nφ

∂Cn
1

∂nφ

∂Cn
2

· · · ∂nφ

∂Cn
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
̸= 0

则称 C1, C2, · · · , Cn 是独立的.

Example 1.2. 求 xy = ln y + C,C ∈ R 满足的一阶 ODE.

Solution. 求导 ( d
dx

):

y + xy′ =
y′

y

□

Example 1.3. 求 x2 + y2 = 2Cx 满足的一阶 ODE.

Solution. 求导 ( d
dx

):

2x+ 2yy′ = 2C

x2 + y2 = (2x+ 2yy′)x

−x
y
+
y

x
= 2y′

□
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2 一阶 ODE

本章是对一阶线性常微分方程 y′ = f(x, y) 求解的探究，我们希望能够用初等函数及其积分来

表示解.

2.1 线性 ODE

Definition 2.1. 若 p(x), q(x) ∈ C(I)，则称

y′ = p(x) y + q(x)

为区间 I 上的线性 ODE. 特别的，若 q(x) ≡ 0，则称

y′ = p(x) y

为区间 I 上的线性齐次 ODE.

2.1.1 齐次 ODE

Problem 2.1. 求解齐次线性 ODE:

y′ = p(x) y

其中 p(x) ∈ C(I).

Solution (解法 1). 猜测:
y = C e

∫
p(x) dx

验证:

• y = 0 显然是解.

• y ̸= 0.

y′

y
= p(x)

= (ln |y|)′

=⇒ ln |y| =
∫
p(x) dx+ C1

=⇒ y = ±eC1e
∫
p(x) dx

∴ y = C e
∫
p(x) dx, C ∈ R 是通解公式.

6



（解法 2）

y′ − p(x) y = 0

=⇒ y′ e−
∫
p(x) dx − p(x) y e−

∫
p(x) dx = 0

=⇒
(
e−

∫
p(x) dxy

)′
= 0

=⇒ e−
∫
p(x) dxy = C

=⇒ y = C e
∫
p(x) dx

□

2.1.2 非齐次 ODE

Problem 2.2. 求解非齐次线性 ODE:

y′ = p(x) y + q(x)

其中 p(x), q(x) ∈ C(I).

Solution. (
y e−

∫
p(x) dx

)′
= q(x) e−

∫
p(x) dx

=⇒ y e−
∫
p(x) dx =

∫
q(x) e−

∫
p(x) dx dx+ C ∀C ∈ R

=⇒ y = e
∫
p(x) dx

(∫
q(x) e−

∫
p(x) dx dx+ C

)
□

Lemma 2.1. 线性 ODE
y′ = p(x) y + q(x)

的通解为

y = e
∫
p(x) dx

(∫
q(x) e−

∫
p(x) dx dx+ C

)
其中 C ∈ R.
若有初值条件 y(x0) = y0，则有唯一解

y = e
∫ x
x0

p(t) dt

(
y0 +

∫ x

x0

q(t) e
−

∫ t
x0

p(s) ds
dt

)

Example 2.1. 
y′(t) = 0.005− y(t)

900

y(0) = 0
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Solution.

y = e
−
t

900
[
18 + 0.005× 900

(
e

t
900 − 1

)]
= 4.5 + 13.5 e

−
t

900

□

2.1.3 性质

线性齐次 ODE

1. 解 ≡ 0 或恒不为零.

2. p ∈ C(I) =⇒ 解在 I 上存在.

3. {解} 构成一维线性空间.

线性非齐次 ODE

1.

y
′ = p(x) y + q(x)

y(x0) = y0

存在唯一解.

2. p, q ∈ C(I) =⇒ 解在 I 上存在.

3. 非齐次 ODE 通解 = 齐次 ODE 通解 + 特解.

4.（叠加原理）

y
′
1 = p(x) y1 + q1(x)

y′2 = p(x) y2 + q2(x)

=⇒ c1y1 + c2y2 是 y′ = p(x) y+ (c1q1(x) + c2q2(x)) 的解.

Example 2.2. 已知 f(x) ∈ C ′(I)，求解积分方程

2

∫ x

0

(x+ 1− t)f ′(t) dt = x2 − 1 + f(x)

Solution. 令 x = 0 =⇒ f(0) = 1，因此是 Cauchy 问题.
两边求导 ( d

dx
):

2

∫ x

0

f ′(t) dt+ 2f ′(x) = 2x+ f ′(x)

2f(x)− 2 + f ′(x) = 2x

f ′(x) = −2f(x) + 2x+ 2

=⇒ f(x) = x+
1

2
+

1

2
e−2x

□
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2.2 非线性 ODE

2.2.1 变量分离方程

Definition 2.2. 若 ODE 可写成

y′ = f(x) g(y)

则称其为变量分离方程.

Problem 2.3. 求解变量分离方程:

y′ = f(x) g(y)

其中 f(x) ∈ C(I), g(y) ∈ C(J).

Solution. • 若 g(y∗) ≡ 0，则 y = y∗ 是解.

• 若 g(y) ̸= 0，则

dy

g(y)
= f(x) dx

=⇒
(∫

dy

g(y)

)′

= f(x)

=⇒
(∫

dy

g(y)

)
=

∫
f(x) dx+ C ∀C ∈ R

□

Example 2.3 (人口增长 Logistic 模型).p
′ = (a− bp) p

p(0) = p0

Solution. • (a− bp) p = 0 =⇒ p = 0, p =
a

b

• p ̸= 0,
a

b

p′

(a− bp) p
= 1

=⇒
∫

dp

(a− bp) p
=

∫
dt+ C ∀C ∈ R

=⇒ ln
∣∣∣∣ p

a− bp

∣∣∣∣ = at+ C1

=⇒ p

a− bp
= Ceat

=⇒ p =
aCeat

1 + bCeat
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由初值条件 p(0) = p0 可得:

1

C
= eat0

(
a

p0
− b

)
=⇒ p =

a

( a
p0

− b)e−a(t−t0) + b

□

Example 2.4. yy
′ + (1 + y2) sinx = 0

y(0) = 1

Solution.

yy′

1 + y2
= − sinx

=⇒
∫

y dy

1 + y2
= cosx+ C1

=⇒ 1

2
ln(1 + y2) = cosx+ C1

=⇒ 1 + y2 = e2 cos x+C2 = C e2 cos x

C = 2e−2

=⇒ 1 + y2 = 2e−4 sin2 x
2

=⇒ y =
√
2e−4 sin2 x

2 − 1

对于解存在区间我们考虑边界点 x∗:

2e−4 sin2 x∗
2 − 1 = 0

=⇒ 4 sin2 x
∗

2
= ln 2

=⇒ x∗ = ±2 arcsin
√

ln 2

2

注意到 y(x∗) = 0 有定义，但是 y′(x∗) = ∞. 因此解的存在区间为

(−2 arcsin
√

ln 2

2
, 2 arcsin

√
ln 2

2
)

□

事实上，线性 ODE 与非线性 ODE 有如下差别

线性 ODE 非线性 ODE
Cauchy 问题 =⇒ 存在唯一解 不一定

系数 ∈ C(I) =⇒ 解在 I 上存在 不一定

不同初值，解存在区间一样 不一定
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Example 2.5. 证明 Cauchy 问题: 
y′ =

3

2
y

1
3

y(0) = 0

有无穷多解.

Solution. y(x) ≡ 0 x ∈ R
y ̸= 0

2

3
· dy
y

1
3

= dx

=⇒ y
2
3 = x+ C

=⇒ y = ±(x+ C)
3
2 x ∈ (−C,+∞), C ∈ R

□

2.2.2 齐次方程

这里的「齐次」不同于前面提到的线性齐次 ODE.

Definition 2.3. 若 ∀λ ̸= 0，成立

f(λx, λy) = λkf(x, y)

则称 f(x, y) 为 k 次齐次函数.

下面要求 f(x, y) 为 0 次齐次函数.
取 λ =

1

x
，则有

dy

dx
= f(x, y) = f

(
1,
y

x

)
≜ g

(y
x

)
令 u =

y

x
=⇒ y = ux，则

y′ =u+ xu′ = g(u)

=⇒ u′ =
g(u)− u

x

转化为变量分离方程.

Example 2.6. 求解 ODE:
y′ =

x+ y

x− y

Solution. 令 u =
y

x
=⇒ y = ux，则

y′ =u+ xu′ =
1 + u

1− u

=⇒ u′ =
1 + u

x(1− u)
− u

x
=

1 + u2

x(1− u)
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变量分离:

1− u

1 + u2
du =

dx

x

=⇒
∫

1− u

1 + u2
du =

∫
dx

x
+ C

=⇒ arctanu− 1

2
ln(1 + u2) = ln |x|+ C

=⇒
√
x2 + y2 = Cearctan y

x

□

Example 2.7. 求解 ODE:
y′ =

x+ y + 1

x− y + 2

Solution. 转换的思想，希望找到 ξ, η 使得

dη

dξ
=
ξ + η

ξ − ηξ = x+ α

η = y + β
(平移)

=⇒ α =
3

2
, β = −1

2

□

2.2.3 伯努利方程

Problem 2.4. 求解伯努利方程:

y′ = p(x) y + q(x) yα

其中 p(x), q(x) ∈ C(I), α ̸= 0, 1.

Solution.
y′ y−α = p(x) y1−α + q(x)

令 z = y1−α

=⇒ z′ = (1− α) y−α y′

= (1− α)p(x) z + (1− α)q(x)

转化为线性方程.
特解: α > 0, y ≡ 0.(可能舍去) □

12



2.2.4 Ricatti 方程

Problem 2.5.
y′ + p(x) y + q(x) y2 = k(x)

已知有解 y = y1(x)，求通解.

Solution. 令 u = y − y1

u′ + [p(x) + 2q(x) y1]u+ q(x)u2 = 0

为伯努利方程. □

Example 2.8. 求解 ODE:
y′ + y2 =

6

x2

Solution. 猜测有解 y =
c

x
.

− c

x2
+
c2

x2
=

6

x2
=⇒ c2 − c− 6 = 0

解得 c = −2, 3，取 y1 =
3

x
. 令 u = y − 3

x
:

u′ − 3

x2
+ u2 +

6

x
u+

9

x2
=

6

x2

=⇒ u′ +
6

x
u+ u2 = 0

u ≡ 0 是解. 下面 u ̸= 0，令 z = u−1:

z′ =
6

x
z − 1

=⇒ z = C x6 +
1

5
x

=⇒ u =
1

C x6 + 1
5
x

=⇒ y =
3C x5 + 8

5

x(C x5 + 1
5
)

□

事实上，对于

y′ + y2 = b xm x ̸= 0, y ̸= 0

在 m = 0,−2,
−4k

2k + 1
,

−4k

2k − 1
(k ∈ N) 时可变成变量分离方程.

2.2.5 全微分方程

又称为恰当方程.

Definition 2.4 (全微分). 当 f(x, y) ∈ C ′(Ω):

df(x, y) =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy

13



Definition 2.5 (格林公式 (曲线积分)). 记闭合曲线 L 所围成的区域为 Ω，则有:∮
L

M dx+N dy =

∫∫
Ω

(
∂N

∂x
− ∂M

∂y

)
dx dy

Definition 2.6 (全微分方程). 若 ∃F (x, y) 使得

dF (x, y) =M(x, y) dx+N(x, y) dy

则称 M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0 为全微分方程. 其中 F (x, y) 为原函数.

注意到: M = Fx =⇒ My = (Fx)y

N = Fy =⇒ Nx = (Fy)x

Theorem 2.2. 设 M(x, y), N(x, y) ∈ C ′(Ω)，则

M dx+N dy = 0

是恰当方程的充分必要条件为

My = Nx

Solution.

M dx+N dy = 0

=⇒My = Nx

=⇒ ∃F (x, y) s.t.

Fx =M

Fy = N

=⇒M dx+N dy = 0

□

Example 2.9. 求解 ODE:

(3x2y + 8xy2) dx+ (x3 + 8x2y + 12y2) dy = 0

Solution. (Solution 1) 注意到: My = 3x2 + 16xy = Nx 为全微分方程.

F (x, y) =

∫
M dx+ f(y) = x3y + 4x2y2 + f(y)

=⇒ Fy = x3 + 8x2y + f ′(y) = N

=⇒ f ′(y) = 12y2

=⇒ f(y) = 4y3

=⇒ F (x, y) = x3y + 4x2y2 + 4y3

14



因此通解为:
x3y + 4x2y2 + 4y3 = C

(Solution 2) 找 F s.t. Fx =M = 3x2y + 8xy2

Fy = N

我们固定 y，原式为关于 x 的 ODE.

F (x, y) =

∫
(3x2y + 8xy2) dx+ C

= x3y + 4x2y2 + C

我们固定了 y，因此 C 与 y 有关，记为 C(y).

=⇒ Fy = x3 + 8x2y + C ′(y) = x3 + 8x2y + 12y2

=⇒ C(y) = 4y3

=⇒ F (x, y) = x3y + 4x2y2 + 4y3

(Solution 3) 凑！注意到原式可写为:

(3x2y dx+ x3 dy) + (8xy2 dx+ 8x2y dy) + (12y2 dy) = 0

=⇒ d(x3y) + d(4x2y2) + d(4y3) = 0

=⇒ d(x3y + 4x2y2 + 4y3) = 0

=⇒ x3y + 4x2y2 + 4y3 = C

□

那如果 M dx+N dy = 0 但 My ̸= Nx 呢？我们希望找到积分因子 µ ̸= 0 使得

µM dx+ µN dy = 0

为全微分方程，即

(µM)y = (µN)x

我们考虑一些特殊的 µ.

• µ = µ(x)

(µM)y = (µN)x

⇐⇒µyM + µMy = µxN + µNx

µy = 0

⇐⇒µ′

µ
=
My −Nx

N
仅与x有关

⇐⇒µ(x) = e
∫ My−Nx

N dx
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• µ = µ(y)

(µM)y = (µN)x

⇐⇒µyM + µMy = µxN + µNx

µx = 0

⇐⇒µ′

µ
=
Nx −My

M
仅与y有关

⇐⇒µ(y) = e
∫ Nx−My

M dy

Example 2.10. 求解 ODE:

(3x3 + y) dx+ (2x2y − x) dy = 0

Solution. 注意到 My = 1, Nx = 4xy − 1，因此

My −Nx

N
= − 2

x
仅与x有关

因此积分因子为:
µ(x) = e

∫
− 2

x dx = x−2 (x ̸= 0)

原方程变为:

(3x+
y

x2
) dx+ (2y − 1

x
) dy = 0

=⇒ d

(
3

2
x2 +

y

x
+ y2

)
= 0

=⇒ 3

2
x2 +

y

x
+ y2 = C

□

我们只讨论了 µ = µ(x) 或 µ = µ(y) 的情况，事实上我们希望能够证明:

Theorem 2.3. 对于 ∀M,N ∈ C ′(Ω) 都存在对应的积分因子 µ.

Solution. 假设

M(x, y) dx+N(x, y) dy = 0

有通解 F (x, y) = C，则

dF = Fx dx+ Fy dy = 0

=⇒ Fx

M
=
Fy

N
≜ µ(x, y)

因此积分因子存在. □

Theorem 2.4. 设 M dx+N dy = 0 有积分因子 µ ̸= 0，则 φ(F (x, y))µ(x, y) 也是积分因子.

Solution.

µ(M dx+N dy) = d(F (x, y))

=⇒ φ(F )µ(M dx+N dy) = φ(F )d(F ) = d

(∫
φ(F ) dF

)
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□

Example 2.11. 求解 ODE:(y
x
+ 3x2

)
dx+

(
1 +

x3

y

)
dy = 0

Solution.
y

x
dx+ dy = 0 =⇒ µ1 = x F1 = xy + C

3x2 dx+
x3

y
dy = 0 =⇒ µ2 = y F2 = x3y + C

希望找到公共积分因子:
µ = µ1 · φ(F1) = µ2 · ψ(F2)

(猜)

x(xy)α = y(x3y)β

=⇒

1 + α = 3β

α = 1 + β

=⇒

α = 2

β = 1

由此我们得到:

µ = x3y2

F =
1

3
x3y3 +

1

2
x6y2 = C

□

2.3 一般形式

考虑一般形式的一阶 ODE:
F (x, y, y′) = 0

令 p = y′，则 F (x, y, p) = 0 是 R3 上的 2D 平面.
希望找到 (s, t) 使得: 

x = x(s, t)

y = y(s, t)

p = p(s, t)

找 F (x, y, p) 上的一条曲线，使得:

dy = p dx

=⇒ dy(s, t) = p(s, t) dx(s, t)

=⇒ ys ds+ yt dt = p(xs ds+ xt dt)

=⇒ dt

ds
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下面给出一些特殊情况.

Example 2.12. 求解可化为 y = f(x, y′) 的 ODE:

x(y′)2 − 2yy′ + 9x = 0

Solution. 令 p = y′，则

y =
xp2 + 9x

2p
=
xp

2
+

9x

2p
(⋆)

代入 dy = p dx: (
9

2p
− p

2

)
dx+

(
x

2
− 9x

2p2

)
dp = 0

=⇒
(
1

2
− 9

2p2

)
(x dp− p dx) = 0

=⇒ p = ±3 或 p = Cx

代回 (⋆) 可得:
y = ±3x 或 y =

C

2
x2 +

9

2C

□

Example 2.13. 求解可化为 x = f(y, y′) 的 ODE:

(y′)3 − 4xyy′ + 8y2 = 0

Solution. 令 p = y′，则

x =
p3 + 8y2

4yp
− p2

4y
+

2y

p
(⋆)

代入 dy = p dx: (
1− p3

4y2

)
dy +

(
p2

2y
− 2y

p

)
dp = 0

=⇒
(
1− p3

4y2

)(
dy − 2y

p
dp

)
= 0

=⇒ 1 =
p3

4y2
或 dy =

2y

p
dp

=⇒ p = (2y)
2
3 或 p = C

√
y

代回 (⋆) 可得:
y =

4

27
x3 或 y = C(x− C)2

□
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2.4 奇解

Definition 2.7. 对于 F (x, y, y′) = 0 有通解的曲线族 Γ = {(x, y), y = ψ(x), x ∈ I}. 若存在

不属于 Γ 的另一个解 y = φ(x), x ∈ I，对于任意 y = φ(x) 上的点 (x0, y0)，均存在一条曲线

ϕ(x) ∈ Γ 与 y = φ(x) 在 (x0, y0) 处相切，则称 y = φ(x) 为 F (x, y, y′) = 0 的奇解.

F (x, y, y′) = 0 的所有解 = 通解族 + 奇解.

Example 2.14 (克莱罗方程). 求解 ODE:

y = xy′ + f(y′)

其中，f ′′ ̸= 0

Solution. 令 p = y′，则

y = xp+ f(p)

=⇒ p dx = x dp+ p dx+ f ′(p) dp

=⇒ (x+ f ′(p)) dp = 0

=⇒ x+ f ′(p) = 0 或 dp = 0

=⇒ 求解

x = −f ′(p)

y = −pf ′(p) + f(p)

或 y = xC + f(C)

□

我们希望不求通解，直接求出奇解.

Theorem 2.5. F (x, y, p) ∈ C(G),
∂F

∂y
,
∂F

∂p
∈ C(G)，若 y = φ(x), x ∈ I 是奇解，则满足:

F (x, y, p) = 0

Fp(x, y, p) = 0

其中 y = φ(x), p = φ′(x), x ∈ I. 这个方程组称为 p-判别式，消去 p后得到的方程 c(x, y) = 0

称为 p-判别曲线.

Solution. 这里使用了隐函数定理与 Picard 定理进行证明，我们会在后面进一步学习.
反证：设存在某个 x0 ∈ I, Fp(x0, φ(x0), φ

′(x0)) ̸= 0. 根据奇解的定义，(x0, φ(x0)) 附近有不同

的解 φ(x), ψ(x). 这两个都是

y
′ = f(x, y)

y(x0) = φ(x0)
的解.

由 Picard 定理，

y
′ = f(x, y)

y(x0) = φ(x0)
存在唯一解，矛盾！ □
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总结一下 对于 F (x, y, p) = 0，若根据 p-判别式得到的 p-判别曲线 y = φ(x) 满足：
Fy(x, φ(x), φ

′(x)) ̸= 0

Fpp(x, φ(x), φ
′(x)) ̸= 0

Fp(x, φ(x), φ
′(x)) = 0

∀x ∈ I

则 y = φ(x) 是奇解.

2.5 可降阶二阶 ODE

对于一般的 y′′ = f(x, y, y′) 的求解，我们会在第 3 章进行更详细的学习，但是有一些特殊的情

况，使得我们能够变成将它一阶 ODE 来求解. 下面我们讨论三种特殊的情形.

1. y′′ = f(x)

y′ =

∫
f(x) dx+ C1

=⇒ y =

∫ (∫
f(x) dx+ C1

)
dx+ C2

2. y′′ = f(x, y′)

p = y′

=⇒ p′ = f(x, p)

=⇒ p = φ(x,C1)

=⇒ y =

∫
φ(x,C1) dx+ C2

3. y′′ = f(y, y′)

p = y′

=⇒ p′ =
dp

dy
· p = f(y, p)

=⇒ p = p(y, C1)

=⇒ y′ = p(y, C1)

=⇒ y = φ(x,C1, C2)
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3 线性常微分方程组（LODEs）

这一章我们讨论如下的 n 阶线性常微分方程组:

x′1 = a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn + f1(t)

x′2 = a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn + f2(t)

...

x′n = an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn + fn(t)

转化成向量形式，即为求解:
X′ = A(t)X + F(t)

在求解之前，我们最先考虑的肯定是解存在吗？

3.1 解的存在性与唯一性

Theorem 3.1. X′ = A(t)X + F(t)

X(t0) = X0

在区间 I 上存在唯一解.

思路 我们证明简单一点的情况: X′ = A(t)X

X(t0) = X0

(⋆)

将 (⋆) 转化为积分方程:

X(t) = X0 +

∫ t

t0

A(s)X(s) ds

应用 Picard 迭代序列:
X0(t) = X0

Xn+1(t) = X0 +

∫ t

t0

A(s)Xn(s) ds

用数学归纳法可得 Xk ⊂ C(I), k = 1, 2, · · · 接着我们证明 {Xn} 是 C(I) 上的 Cauchy 列. 这样

{Xn} 所收敛的极限即为所求解.

准备工作 对于实数列的一致收敛，我们是通过绝对值来度量的. 此时，我们需要一个类似的工具.

Definition 3.1. 对于 X = (x1, x2, · · · , xn)T ∈ Rn，定义 范数为:

∥X∥ =
n∑

i=1

|xi|

与此同时，我们也定义矩阵的范数:

∥A∥ =
∑∑

|aij |
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Lemma 3.2. 设 A,B ∈ Rn×n,X ∈ Rn，则

∥AX∥ ≤ ∥A∥ · ∥X∥

∥A+B∥ ≤ ∥A∥+ ∥B∥

Definition 3.2. ∀ε > 0, ∃N > 0, ∀m,n > N

∥Xm(t)− Xn(t)∥ < ε (∀t ∈ I)

则称 {Xn} 为 C(I) 上的 Cauchy 列，{Xn} 一致收敛于 X(t)，记为:

Xn(t) ⇒ X(t)

有了这些我们就可以证明 Theorem 3.1 了.

Solution. 构造 Picard 迭代序列:
X0(t) = X0

Xn+1(t) = X0 +

∫ t

t0

A(s)Xn(s) ds

由数学归纳法可知 Xn ∈ C(I), n = 1, 2, · · · 下面我们证明 {Xn} 是 C(I) 上的 Cauchy 列.

∥X1(t)− X0(t)∥ ≤
∫ t

t0

∥AX0∥ ds

≤ sup ∥A(t)∥∥X0∥(t− t0)

≤ D(t− t0)

其中 C = sup ∥A(t)∥, D = C∥X0∥. 因此我们得到:

∥X2(t)− X1(t)∥ ≤
∫ t

t0

∥A(X1(s)− X0(s))∥ ds

≤
∫ t

t0

∥A∥∥X1 − X0∥ ds

≤
∫ t

t0

CD(s− t0) ds

=
1

2
CD(t− t0)

2

以此类推，由数学归纳法，我们得到:

∥Xk+1 − Xk∥ ≤ 1

(k + 1)!
CkD(t− t0)

k+1

因此对于任意的 ε > 0，存在 N > 0，当 k > h > N 时，有:

∥(Xk − Xh)(t)∥ ≤
k−1∑
m=h

∥Xm+1(t)− Xm(t)∥

≤
k−1∑
m=h

D

C
· [C(t− t0)]

m+1

(m+ 1)!

≤ D

C
ε
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即一致收敛. 设 X(t) = limn→∞ Xn(t)，则 X(t) 即为积分方程的解. 由微积分基本定理可知 X(t) 也

是原微分方程的解，存在性得证.
下面证明唯一性，假设 X1(t) 和 X2(t) 都是微分方程的解. 则(X1 − X2)

′ = A(t)(X1 − X2)

(X1 − X2)(t0) = 0

因此

∥X1(t)− X2(t)∥ ≤
∫ t

t0

C∥X1(s)− X2(s)∥ ds

由 Gronwall 不等式可知 ∥X1(t)− X2(t)∥ = 0，即 X1 = X2，矛盾！唯一性得证. □

3.2 解的形式

先考虑 n 阶齐次 LODEs:

X′ = A(t)X (⋆)

容易发现 {(⋆)的解X(t)} 是一个线性空间. 自然地，我们猜测这个线性空间是 n 维的，那么只需找

到 n 个解形成极大线性无关组

{X1(t),X2(t), · · · ,Xn(t)}

即可得到齐次方程的通解:
C1X1(t) + C2X2(t) + · · ·+ CnXn(t)

考虑 X′ = A(t)X

X(t0) = e1 = (1, 0, · · · , 0)T
−→ X1(t)X′ = A(t)X

X(t0) = e2 = (0, 1, · · · , 0)T
−→ X2(t)

...X′ = A(t)X

X(t0) = en = (0, 0, · · · , 1)T
−→ Xn(t)

这样 {X1(t),X2(t), · · · ,Xn(t)} 是否就是极大线性无关组呢？

Definition 3.3. 对于 X1(t),X2(t), · · · ,Xn(t)，若存在不全为 0 的常数 c1, c2, · · · , cn 使得

c1X1(t) + c2X2(t) + · · ·+ cnXn(t) = 0 (∀t ∈ I)

则称 X1(t),X2(t), · · · ,Xn(t) 线性相关，否则称线性无关.

引入朗斯基行列式

W (t) = det(X1(t),X2(t), · · · ,Xn(t))
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Lemma 3.3. X1(t),X2(t), · · · ,Xn(t) 是 (⋆) 的 n 个解，则 X1(t),X2(t), · · · ,Xn(t) 线性无关

的充分必要条件为 W (t) ̸= 0，即朗斯基行列式恒不为零.

Solution. (Sufficiency)
c1X1(t) + c2X2(t) + · · ·+ cnXn(t) = 0

则

[
X1(t) X2(t) · · · Xn(t)

]

c1

c2
...
cn

 = 0

因为 W (t) ̸= 0，所以系数行列式非零，因此 c1 = c2 = · · · = cn = 0，即 X1(t),X2(t), · · · ,Xn(t) 线

性无关.
(Necessity) 用逆否命题来进行证明.

∃t0, W (t0) = 0 =⇒ X1(t),X2(t), · · · ,Xn(t)线性相关

在 t = t0 时，

[
X1(t0) X2(t0) · · · Xn(t0)

]

c1

c2
...
cn

 = 0W (t0) = 0

因此存在非零解 c，即

c1X1(t0) + c2X2(t0) + · · ·+ cnXn(t0) = 0

设 Y(t) = c1X1(t) + c2X2(t) + · · ·+ cnXn(t)，则Y′ = A(t)Y

Y(t0) = 0

由 Theorem 3.1 可知 Y(t) ≡ 0. □

Lemma 3.4 (Liouville 公式). 设 X1(t),X2(t), · · · ,Xn(t) 是 LODEs 的 n 个解，则朗斯基行
列式满足:

W (t) =W (t0)e
∫ t
t0

tr A(s) ds

其中 trA(t) 为矩阵 A(t) 的迹.

Solution. 目标：证明 W ′(t) = trA(t) ·W (t). 令 Xi =


x1i

x2i
...
xni

，则

d

dt


x11 x12 · · · x1n

x21 x22 · · · x2n
...

... . . . ...
xn1 xn2 · · · xnn

 =


x′11 x′12 · · · x′1n

x21 x22 · · · x2n
...

... . . . ...
xn1 xn2 · · · xnn

+ · · ·+


x11 x12 · · · x1n

x21 x22 · · · x2n
...

... . . . ...
x′n1 x′n2 · · · x′nn


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而 X′
1 = AX1，因此：

x′1k =
n∑

j=1

a1jxjk

=⇒ xik =
n∑

j=1

aijxjk

得到：

d

dt
W (t) =


∑n

j=1 a1jxj1 · · ·
∑n

j=1 a1jxjn

x21 · · · x2n
... . . . ...
xn1 · · · xnn

+ · · ·+


x11 · · · x1n

x21 · · · x2n
... . . . ...∑n

j=1 anjxj1 · · ·
∑n

j=1 anjxjn



=
n∑

j=1

a1j


xj1 · · · xjn

+ · · ·+
n∑

j=1

anj


xj1 · · · xjn



=a11


x11 · · · x1n

+ · · ·+ ann


xn1 · · · xnn


= trA(t) ·W (t)

□

回到开头的问题，我们考虑:X′ = A(t)X

X(t0) = e1 = (1, 0, · · · , 0)T
−→ X1(t)X′ = A(t)X

X(t0) = e2 = (0, 1, · · · , 0)T
−→ X2(t)

...X′ = A(t)X

X(t0) = en = (0, 0, · · · , 1)T
−→ Xn(t)

对于所有满足

X′ = A(t)X

X(t0) ∈ Rn
的解 X(t)，∃X(t0) = c1e1 + c2e2 + · · · + cnen. 令 Y(t) = c1X1(t) +

c2X2(t) + · · ·+ cnXn(t) ，我们得到：(X − Y)′ = A(t)(X − Y)

(X − Y)(t0) = 0

由 Theorem 3.1 可知 X(t) ≡ Y(t)，因此 {X1(t),X2(t), · · · ,Xn(t)} 构成了齐次方程的一个极大线
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性无关组，齐次方程的通解为:

X(t) =
[
X1(t) X2(t) · · · Xn(t)

]

C1

C2

...
Cn


= Φ(t)C

其中 Φ(t) 称为基解矩阵.

Corollary 3.5. 若 LODEs 有基解矩阵 Φ(t)，则对所有的可逆的 C，ΦC 也是基解矩阵.

对于一般的 LODEs:
X′ = A(t)X + B(t)

设解为 X(t) = ΦU(t)，则

ΦU′ +Φ′U = A(t)ΦU + B(t)

=⇒ ΦU′ = B(t)

=⇒ U′ = Φ−1B(t)

=⇒ U =

∫
Φ−1B(t) dt+ C

那现在的问题是，如何求出基解矩阵 Φ(t)?

3.3 求解方法

3.3.1 分析角度

对于 ODE，由 y′ = p y 可得 y = c · e
∫
p dt；但是对于 LODEs X′ = A(t)X，如果直接套用指数

函数 X = e
∫
A(t) dtC，则会遇到指数为矩阵的情况. 我们需要对这个矩阵指数进行定义.

我们知道

ex = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · ·

因此我们定义:
eD(t) = E + D(t) +

D2(t)

2!
+

D3(t)

3!
+ · · ·+ Dn(t)

n!
+ · · ·

因为 sup ∥D(t)∥ 存在，所以该级数一致收敛，因此定义成立.

Theorem 3.6. 若 A(t) 满足:

A(t)

∫ t

t0

A(s) ds =

∫ t

t0

A(s) ds · A(t)

则 LODEs

X′ = A(t)X

X(t0) = X0

的解为:

X(t) = e
∫ t
t0

A(s) dsX0

26



Lemma 3.7. 若 AB = BA，则

eAt+Bt = eAt · eBt

Solution.

eAt · eBt =

(
∞∑

n=0

(At)n

n!

)
·

(
∞∑

m=0

(Bt)m

m!

)

=
∞∑
i=0

∞∑
j=0

AiBj

i! · j!
ti+j (考虑二次展开，k = i+ j)

=
∞∑
k=0

k∑
i=0

1

k!
· k!A

iBk−i

i!(k − i)!
tk

=
∞∑
k=0

(A+B)k

k!
tk (这里用了AB = BA)

= e(A+B)t

□

Example 3.1. 求解 ODE: 
X′ =

(
2 1

0 2

)
X +

(
0

e2t

)

X(0) =

(
1

−1

)

Solution. A =

(
2 1

0 2

)
，D =

(
2t t

0 2t

)
= At，AD = DA. 所以

Φ = eAt

因为 A =

(
2 0

0 2

)
+

(
0 1

0 0

)
= 2E +

(
0 1

0 0

)
因此

Φ = exp
(
2Et+

(
0 1

0 0

)
t

)

= e2Et · exp
((

0 1

0 0

)
t

)

e2Et = E + 2Et+
(2Et)2

2!
+ · · ·

= E

(
1 + 2t+ · · ·+ (2t)n

n!

)
= e2tE
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exp
((

0 1

0 0

)
t

)
= E +

(
0 1

0 0

)
t+

1

2!

(
0 1

0 0

)2

t2 + · · ·

= E +

(
0 t

0 0

)

=

(
1 t

0 1

)

=⇒ Φ = e2t

(
1 t

0 1

)
□

Claim 3.8.

exp



λ1 · · · 0
... . . . ...
0 · · · λn

 t

 =


eλ1t · · · 0

... . . . ...
0 · · · eλnt



exp




0 1 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · 1

0 0 · · · 0

 t

 =



1 t · · · tm

m!

0 1 · · · tm−1

(m− 1)!
...

... . . . ...
0 0 · · · t

0 0 · · · 1



Corollary 3.9. 当 A =



λ 1 0 · · · 0

0 λ 1 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · 1

0 0 0 · · · λ


是 Jordan 型矩阵时，LODEs

X′ = AX

X(t0) = X0

的解能算出.

对任意的 A，对其进行 Jordan 分解 A = PJP−1，则

eA = E +A+
A2

2!
+ · · ·+ Am

m!
+ · · ·

= E + PJP−1 +
(PJP−1)2

2!
+ · · ·+ (PJP−1)m

m!
+ · · ·

= P

(
E + J +

J2

2!
+ · · ·+ Jm

m!
+ · · ·

)
P−1

= PeJP−1

所以

eAt = PeJtP−1

由此可得

eAtP = PeJt
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也是基解矩阵.

3.3.2 一重根

接下来我们考虑特征值都是一重根情形下的 n 阶 LODEs: 那么系数矩阵的 Jordan 型为

J =


λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · λn


记每个特征值对应的特征向量为 ri，则有

P =
(

r1 r2 · · · rn
)

则基解矩阵为:

Φ = PeJt

=
(

r1 r2 · · · rn
)

eλ1t 0 · · · 0

0 eλ2t · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · eλnt


=
(

r1eλ1t r2eλ2t · · · rneλnt
)

Theorem 3.10. 矩阵 A 有 n 个不同的特征值 λ1, λ2, · · · , λn，对应的特征向量分别为

r1, r2, · · · , rn，则 X′ = AX 的一个基解矩阵为:

Φ(t) =
(

r1eλ1t r2eλ2t · · · rneλnt
)

通解为:
X(t) = c1r1eλ1t + c2r2eλ2t + · · ·+ cnrneλnt

可以发现 rieλit 是 X′ = AX 的一个非零解. 因此得到:

λirieλit = Arieλit

即

Ari = λiri

，因此 λi 是 A 的特征值，ri 是对应的特征向量.

Example 3.2. 求解 ODE: 
x′ = 7y + 4z

y′ = −2x− 9y − 4z

z′ = 3x+ 9y + 3z
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Solution. 设 X =


x

y

z

，则

X′ =


0 7 4

−2 −9 −4

3 9 3

X

|A− λE| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−λ 7 4

−2 −9− λ −4

3 9 3− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −(λ+ 1)(λ+ 2)(λ+ 3) = 0

因此 λ1 = −1，λ2 = −2，λ3 = −3，r1 = (2,−2, 3)T，r2 = (1,−2, 3)T，r3 = (−1, 1,−1)T，所以通

解为:

X(t) = c1


2

−2

3

 e−t + c2


1

−2

3

 e−2t + c3


−1

1

−1

 e−3t

□

注意到，我们前面所讨论的都是考虑实数的情况，但是在实际问题中，矩阵的特征值可能是复

数. 而我们希望我们的基解矩阵也只包含实数的解. 事实上

Theorem 3.11. 矩阵 A 的特征值为 λ1, λ2, · · · , λn, α1 + iβ1, α1 − iβ1, α2 + iβ2, α2 −
iβ2, · · · , αm + iβm, αm − iβm，对应特征向量为

r1, r2, · · · , rn, l1, l1, l2, l2, · · · , lm, lm

则 X′ = AX 的一个基解矩阵为:

Φ(t) =
(

r1eλ1t r2eλ2t · · · rneλnt

Re(l1e(α1+iβ1)t) Im(l1e(α1+iβ1)t) · · · Re(lme(αm+iβm)t) Im(lme(αm+iβm)t)
)

Example 3.3. 求解 ODE:

X′ =

(
1 1

−1 1

)
X

Solution.

|A− λE| =

∣∣∣∣∣1− λ 1

−1 1− λ

∣∣∣∣∣ = (λ− 1)2 + 1 = 0

因此 λ1 = 1 + i，λ2 = 1− i，l1 = (1, i)T，

X1 =

(
cos t et

− sin t et

)
+ i

(
sin t et

cos t et

)

因此基解矩阵为:

Φ(t) = et

(
cos t sin t
− sin t cos t

)
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通解为:

X = et

(
cos t sin t
− sin t cos t

)
C

□

3.3.3 多重根

这里我们考虑矩阵 A 的特征值为:

|A− λE| = (λ− λ1)
n1(λ− λ2)

n2 · · · (λ− λs)
ns = 0

那么我们能够推出:

A = P


J1

J2
. . .

Js

P−1

于是我们只需要找:

Φ(t) = PeJt = P


eJ1t

eJ2t

. . .
eJst


我们完全可以从代数的角度将 P 求解出来. 下面从分析的角度来讨论如何求解.

Example 3.4.
X′ = AX

其中 A 可表示为 P

[
2 1

0 2

]
P−1，求解 Φ(t).

Solution. 记 P =
[
r1 r2

]
. 并且我们有:

eAtP = Pe2t

[
1 t

0 1

]

=
[
r1 r2

] [1 t

0 1

]
e2t

=
[
r1 r1t+ r2

]
e2t

由基解矩阵的定义，(r1t+ r2)e2t 为 X′ = AX 的解，即:

r1e2t + 2(r1t+ r2)e2t = A(r1t+ r2)e2t

=⇒

r1 + 2r2 = Ar2
2r2 = Ar1

=⇒ (A− 2E)2 r2 = 0, r1 = (A− 2E)r2

□
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Remark 3.1. (A− 2E)2 l = 0 找出 2 个线性无关解 l1, l2. 则原方程有两个线性无关解:

X1 = (l1 + (A− 2E)l1t)e2t

X2 = (l2 + (A− 2E)l2t)e2t

一般地，当 λ1 是 A 的 n1 重特征根，那么我们找

(A− λ1E)n1 l = 0

的 n1 个线性无关解 l11, l12, · · · , l1n1
，那么原方程有 n1 个线性无关解:

X1
1 =

[
l11 + (A− λ1E)l11t+ · · ·+ (A− λ1E)ns−1l11tns−1

(ns − 1)!

]
eλ1t

...

X1
n1

= · · ·

其他 λi 同理，若为复数则取实部虚部. 最终我们得到 LODEs 的一个基解矩阵. 这个时候我们的基

解矩阵是有无穷多个的，那有没有什么特殊的性质呢？

Theorem 3.12. 对所有的基解矩阵 Φ(t)，都有:

eAt = Φ(t) · Φ−1(0)

事实上，我们还有如下结论：

Theorem 3.13. 若 λ 是矩阵 A 的 n 重特征值，则

eAt = eλt
[
E +

(A− λE)t

1!
+

(A− λE)2t2

2!
+ · · ·+ (A− λE)n−1tn−1

(n− 1)!

]

Example 3.5. 求解 ODE: 
x′ = y + z

y′ = x+ z

z′ = x+ y

Solution. A =


0 1 1

1 0 1

1 1 0

，则 λ1 = 2，λ2 = −1（二重根）. λ1 对应特征向量分别为 r1 = (1, 1, 1)T，

λ2 对应特征向量为 r2 = (1,−1, 0)T，r3 = (1, 0,−1)T .
因此基解矩阵为:

X1 =


1

1

1

 e2t

X2 =


1

−1

0

 e−t
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X3 =


1

0

−1

 e−t

事实上，我们还可以用前面学过的的解法. 注意到: (x+ y + z)′ = 2(x+ y + z)，因此:

x+ y + z = c1e
2t

我们将方程组改写为: x
′ = c1e

2t − x

y′ = c1e
2t − y

其中 z = c1e
2t − x− y 也就不需要写出来了，而这两个方程就是两个一阶线性方程. 我们可以很快

求出: 
x = e−t

(
c2 +

c1
3
e3t
)

y = e−t
(
c3 +

c1
3
e3t
)

这样 z 也就出来了. □

一般地，对于 X′ = AX +B(t)，我们有公式:

X = Φ(t)C +Φ(t)

∫
Φ−1(t)B(t) dt

到那时这样就非常麻烦（算逆矩阵再矩阵乘法再积分），我们后面会学习更简便的方法.
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4 线性常微分方程（LODE）

这一部分我们考虑的是如下的方程:

y(n) + p1(t)y
(n−1) + · · ·+ pn−1(t)y

′ + pn(t)y = f(t)

4.1 解的存在性

我们可以将其转化为如下的矩阵形式:

Y =



y

y′

y′′

...
y(n−1)


那么我们可以写成

Y′ = AY +B

的形式. 让我们将 A, B 写开:

Y′ =



0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · 1

−pn(t) −pn−1(t) −pn−2(t) · · · −p1(t)


Y +



0

0
...
0

f(t)


根据前面的内容，我们知道

Theorem 4.1. 当 p1(t), p2(t), · · · , pn(t), f(t) ∈ C(I), t ∈ I 时，方程
dny

dtn
+ p1(t)

dn−1y

dtn−1
+ · · ·+ pn−1(t)

dy

dt
+ pn(t)y = f(t)

y(t0) = y00 , y
′(t0) = y01 , · · · , y(n−1)(t0) = y0n−1

在区间 I 上存在唯一解.

同样我们也从齐次方程入手:

Theorem 4.2. 方程

dny

dtn
+ p1(t)

dn−1y

dtn−1
+ · · ·+ pn−1(t)

dy

dt
+ pn(t)y = 0

的通解为:
y(t) = c1ϕ1(t) + c2ϕ2(t) + · · ·+ cnϕn(t)

其中 ϕ1(t), ϕ2(t), · · · , ϕn(t) 是该方程的 n 个线性无关解，被称为该方程的一组基本解组.

对于非齐次方程，我们有如下结论:
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Theorem 4.3. 方程

dny

dtn
+ p1(t)

dn−1y

dtn−1
+ · · ·+ pn−1(t)

dy

dt
+ pn(t)y = f(t)

的通解为:
y(t) = c1ϕ1(t) + c2ϕ2(t) + · · ·+ cnϕn(t) + y∗(t)

其中 ϕ1(t), ϕ2(t), · · · , ϕn(t) 是对应齐次方程的基本解组，y∗(t) 是该非齐次方程的一个特解.

那么我们求解 n 阶 LODE 的关键就在于找到这 n 个线性无关解以及一个特解.
对于 ϕ1, ϕ2, · · · , ϕn 线性无关解，对应到 LODEs 的:

ϕ1

ϕ′
1

ϕ′′
1

...
ϕ
(n−1)
1


,



ϕ2

ϕ′
2

ϕ′′
2

...
ϕ
(n−1)
2


, · · · ,



ϕn

ϕ′
n

ϕ′′
n

...
ϕ
(n−1)
n


这 n 个解也是线性无关的，即朗斯基行列式

W (t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ1(t) ϕ2(t) · · · ϕn(t)

ϕ′
1(t) ϕ′

2(t) · · · ϕ′
n(t)

...
... . . . ...

ϕ
(n−1)
1 (t) ϕ

(n−1)
2 (t) · · · ϕ

(n−1)
n (t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(⋆)

在区间 I 上恒不为零. 同时也等价于

∃t0 ∈ I, W (t0) ̸= 0

我们把 (⋆) 式也称为该线性方程的朗斯基行列式.
回忆一下前面关于朗斯基行列式的内容，我们有 Liouville 公式，同样在这里也适用:

Lemma 4.4 (Liouville 公式). 设 W (t) 是 n 阶 LODE

y(n) + p1(t)y
(n−1) + · · ·+ pn−1(t)y

′ + pn(t)y = 0

的朗斯基行列式，则有:
W (t) =W (t0)e

−
∫ t
t0

p1(τ) dτ

Remark 4.1. 公式中 trA = −p1(t)

4.2 求解方式

我们先考虑求解齐次方程.

4.2.1 齐次方程

我们考虑如下的齐次方程:

Ln[y] = y(n) + p1(t)y
(n−1) + · · ·+ pn−1(t)y

′ + pn(t)y = 0
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其实就是要找基本解组 ϕ1, ϕ2, · · · , ϕn. 我们从二阶的入手，即解答

Problem 4.1.
y′′ + by′ + cy = 0

(1) 将二阶 LODE 转化为二阶 LODEs

Solution. 令 X =

(
y

y′

)
，则有:

X′ =

(
0 1

−c −b

)
X

我们计算矩阵的特征值: ∣∣∣∣∣−λ 1

−c −b− λ

∣∣∣∣∣ = 0

得到 λ1, λ2，最终通解形式为:
X = c1r1eλ1t + c2r2eλ2t

其中 r1, r2 分别是 λ1, λ2 对应的特征向量. 我们取 X 的第一个分量即为 y 的通解. □

根据这个求解方法，我们感觉 y 应该长成 eλt 的样子

(2) 猜测 y = eλt

Solution. 令 y = eλt，代入方程:
eλt(λ2 + bλ+ c) = 0

等价于

λ2 + bλ+ c = 0

解得

λ =
−b±

√
b2 − 4c

2

(i) λ1 ̸= λ2 为实数，则

y1 = eλ1t, y2 = eλ2t

W (t) =

∣∣∣∣∣ eλ1t eλ2t

λ1e
λ1t λ2e

λ2t

∣∣∣∣∣ = (λ2 − λ1)e
(λ1+λ2)t ̸= 0

所以通解为:
y = c1e

λ1t + c2e
λ2t

(ii) λ = α± βi (β ̸= 0)，则

y1 = eαt cosβt, y2 = eαt sinβt

y = eαt(c1 cosβt+ c2 sinβt)
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(iii) λ1 = λ2 = − b
2
，则

y1 = eλt, y2 = teλt

y = eλt(c1 + c2t)

□

Example 4.1.
y′′ − 5y′ + 4y = 0

Solution. 特征方程为:
λ2 − 5λ+ 4 = 0

解得 λ1 = 4，λ2 = 1，因此通解为:
y = c1e

4t + c2e
t

□

Example 4.2.
y′′ + ay = 0

Solution. 特征方程为:
λ2 + a = 0

(1) a > 0，解得 λ = ±
√
ai，因此通解为:

y = c1 cos
√
at+ c2 sin

√
at

(2) a = 0，解得 λ = 0，因此通解为:
y = c1 + c2t

(3) a < 0，解得 λ = ±
√
−a，因此通解为:

y = c1e
√
−at + c2e

−
√
−at

□

事实上，

Theorem 4.5. 若特征方程为:

(λ− λ1)
n1(λ− λ2)

n2 · · · (λ− λs)
ns = 0

那么我们有如下基本解组:
eλ1t, teλ1t, · · · , tn1−1eλ1t,

eλ2t, teλ2t, · · · , tn2−1eλ2t,
...

... . . . ...
eλst, teλst, · · · , tns−1eλst
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下面我们来说明为什么. 我们引入微分算子记号 Dy =
dy

dx
，考虑二阶情形:

L2[y] = y′′ + by′ + cy = 0

D2y + bDy + cy = 0

(D2 + bD + c)y = 0

(D − λ1)(D − λ2)y = 0

=⇒ (D − λ2)y = c1e
λ1t

=⇒ y = eλ2t

[
c2 + c1

∫
e(λ1−λ2)t dt

]
拓展到 n 阶情形（ai 为实数常数）:

Ln[y] = (Dn + a1D
n−1 + · · ·+ an−1D + an)y

= (D − λ1)
n1(D − λ2)

n2 · · · (D − λs)
nsy

= 0

我们看 (D − λ1)
n1y = 0.

∵ e−λ1t(D − λ1)y = D(e−λ1ty)

∴ (D − λ1)y = eλ1tD(e−λ1ty)

=⇒ (D − λ1)
2y = eλ1tD2(e−λ1ty)

由数学归纳法可得:
(D − λ1)

n1y = eλ1tDn1(e−λ1ty) = 0

=⇒ Dn1(e−λ1ty) = 0

=⇒ e−λ1ty = c1 + c2t+ · · ·+ cn1
tn1−1

=⇒ y = eλ1t(c1 + c2t+ · · ·+ cn1
tn1−1)

同理其他 λi 也成立. 那么这些解线性无关吗？

我们知道 1, t, · · · , tn1−1 线性无关，因此 eλ1t, teλ1t, · · · , tn1−1eλ1t 线性无关. 同理其他 λi 也成

立. 然后我们要考虑不同 λi 之间的线性无关性. 我们通过定义来进行证明.

Problem 4.2. 假设存在 a1, a2, · · · , an1
, b1, b2, · · · , bn2

，使得

a1e
λ1t + a2te

λ1t + · · ·+ an1
tn1−1eλ1t

+b1e
λ2t + b2te

λ2t + · · ·+ bn2
tn2−1eλ2t = 0

证明 ai = 0, bj = 0

Solution. 我们可以将方程改写为

Pn1−1(t)e
λ1t +Qn2−1(t)e

λ2t = 0

方程两边 ×e−λ2t，得到

Pn1−1(t)e
(λ1−λ2)t +Qn2−1(t) = 0
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两边对 t 进行 n2 次求导:

P
(n2)
n1−1(t)e

(λ1−λ2)t + · · ·+ (λ1 − λ2)
n2Pn1−1(t) = 0

假设 Pn1−1(t) = cmt
m + cm−1t

m−1 + · · ·+ c0 ̸= 0 那么

LHS = e(λ1−λ2)t[(λ1 − λ2)
n2cmt

m + · · · ] = 0

因此 (λ1 − λ2)
n2cm = 0，由于 λ1 ̸= λ2，所以 cm = 0，矛盾！

所以 Pn1−1(t) = 0，同理 Qn2−1(t) = 0. □

Example 4.3. 求解 ODE:
y′′′ − 3y′′ + 4y = 0

Solution. 特征方程为: λ3 − 3λ2 + 4 = 0，解得:

λ1 = −1, λ2 = 2 (二重根)

因此通解为:
y = c1e

−t + c2e
2t + c3te

2t

□

我们刚刚都假定了 λ 为实数，那么如果 λ 为复数呢？

Theorem 4.6. 若特征值为:

λ1, · · · , λs, α1 ± iβ1, · · · , αl ± iβl

其中对应重数分别为:
n1, · · · , ns,m1, · · · ,ml

则该方程的一组基本解组为:

eλ1t, teλ1t, · · · , tn1−1eλ1t,
...

eλst, teλst, · · · , tns−1eλst,

eα1t cosβ1t, teα1t cosβ1t, · · · , tm1−1eα1t cosβ1t,
eα1t sinβ1t, teα1t sinβ1t, · · · , tm1−1eα1t sinβ1t,

...
eαlt cosβlt, teαlt cosβlt, · · · , tml−1eαlt cosβlt,
eαlt sinβlt, teαlt sinβlt, · · · , tml−1eαlt sinβlt

Example 4.4. 求解 ODE:

y(6) − 2y(5) + 4y(4) − 4y′′′ + 5y′′ − 2y′ + 2y = 0

Solution. 特征方程解为:

λ1 = i (二重根), λ2 = −i (二重根), λ3 = 1 + i, λ4 = 1− i
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因此基础解组为:

cos t, t cos t, sin t, t sin t, et cos t, et sin t

通解为:

y = c1 cos t+ c2t cos t+ c3 sin t+ c4t sin t+ c5e
t cos t+ c6e

t sin t

□

4.2.2 非齐次方程

我们考虑非齐次方程:
Ln[y] = f(t)

可以转换为对应的 LODEs
Y′ = AY +B(t)

进行求解. 当然我们希望能够直接求解. 二阶情况下:

L2[y] = y′′ + by′ + cy = f(t)

=⇒ (D − λ1)(D − λ2)y = f(t)

=⇒ (D − λ2)y = eλ1t

(
c1 +

∫
e−λ1tf(t) dt

)
=⇒ y = eλ2t

[
c2 +

∫
e(λ1−λ2)t

(
c1 +

∫
e−λ1tf(t) dt

)
dt

]
我们发现通解的形式为: y = c1e

λ1t + c2e
λ2t + y∗，其中的特解

y∗ = eλ2t

∫
e(λ1−λ2)t

(∫
e−λ1tf(t) dt

)
dt

求出这个特解 y∗ 比较麻烦，但是对于一些特殊的 f(t)，我们能够更直接求出特解 y∗.

(1) 当 f(t) = Pm(t)eαt = (bmt
m + · · ·+ b0)e

αt，可以采用 待定系数法

y∗ = eλ2t

∫
e(λ1−λ2)t

(∫
Pm(t)e(α−λ1)t dt

)
dt

(i) 若 α ̸= λ1, λ2，则能够推得:

y∗ = eλ2t

∫
e(λ1−λ2)tP̃m(t)e(α−λ1)t dt

= eλ2t ˜̃Pm(t)e(α−λ2)t

=
˜̃
Pm(t)eαt

于是我们可以设 y∗ = Qm(t)eαt = (cmt
m + · · ·+ c0)e

αt ，代入 y′′ + by′ + cy = Pm(t)eαt，解出 ci 即

可.
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(ii) 若 α = λ1 ̸= λ2. 则能够推得:

y∗ = eλ2t

∫
e(λ1−λ2)tP̃m(t)e(α−λ1)t dt

= eλ2t

∫
e(λ1−λ2)t tP̃m(t) dt

= eλ2t

∫
e(λ1−λ2)tP̃m+1(t) dt

= eλ2t ˜̃Pm+1(t)e
(λ1−λ2)t

=
˜̃
Pm+1(t)e

αt

= tQm(t)eαt + b̃0e
αt

于是我们可以设 y∗ = tQm(t)eαt，代入 y′′ + by′ + cy = Pm(t)eαt，解出 ci 即可.

(iii) 若 α = λ1 = λ2 为二重根的情况. 则能够推得:

y∗ = eλt
∫

1 · P̃m+1(t) dt

=
˜̃
Pm+2(t)e

αt

= t2Qm(t)eαt + b̃1te
αt + b̃0e

αt

于是我们可以设 y∗ = t2Qm(t)eαt，代入 y′′ + by′ + cy = Pm(t)eαt，解出 ci 即可.

Example 4.5. 求解 ODE:
y′′ + 3y′ + 2y = 3t+ 2

Solution. 对应齐次 ODE 的特征方程为:

λ2 + 3λ+ 2 = 0

解得 λ1 = −1，λ2 = −2，因此齐次方程通解为:

Y = c1e
−t + c2e

−2t

(待定系数法) 设 y∗(t) = At+B，带入 LODE:

3A+ 2(At+B) = 3t+ 2

解得 A =
3

2
, B = −5

4
，因此特解为:

y∗ =
3

2
t− 5

4

因此通解为:
y = c1e

−t + c2e
−2t +

3

2
t− 5

4

□

Theorem 4.7. 若 f(t) = Pm(t)eαt，α 是 k 重根. 则可以设 y∗ = tkQm(t)eαt，其中 Qm(t)

的 m+ 1 个系数由待定系数法确定.
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Example 4.6. 求解 ODE:
y′′′ + 9y′ = t2e2t

Solution.
λ3 + 9λ = 0

解得 λ1 = 0，λ2 = ±3i，因此齐次方程通解为：

Y = c1 + c2 cos 3t+ c3 sin 3t

由于 α = 2 不是特征值，因此设特解为:

y∗ = (At2 +Bt+ C)e2t

带入 LODE 解得: A =
1

26
，B = − 21

338
，C = − 285

8788
. 因此通解为:

y = c1 + c2 cos 3t+ c3 sin 3t+

(
1

26
t2 − 21

338
t− 285

8788

)
e2t

□

(2) 当 f(t) = Pm(t)eαt cosβt 时，我们可以将其复化成

Ln[Y ] = Pm(t)e(α+iβ)t

解得

Y = c1y1 + c2y2 + · · ·+ cnyn + Y∗

Y∗ = tkQm(t)e(α+iβ)t

其中 k 为 α+ iβ 在特征方程中的重数. 然后取实部:

y = Re(Y ) = c1y1 + c2y2 + · · ·+ cnyn + y∗

y∗ = tkeαt
[
Q̃m(t) cosβt− ˜̃

Qm(t) sinβt
]

Theorem 4.8. 若 f(t) = Pm(t)eαt cosβt，α+ iβ 是 k 重根. 则可以设

y∗ = tkeαt
[
Q̃m(t) cosβt− R̃m(t) sinβt

]
其中 Q̃m(t), R̃m(t) 的 m+ 2 个系数由待定系数法确定.

4.2.3 常数变易法

我们考虑二阶情况. 大多数时候，f(t) 并不是多项式与指数函数的乘积，这时我们可以使用 常

数变易法来求解非齐次方程.
对于方程:

y′′ + by′ + cy = f(t)

我们已经知道对应齐次方程的通解为:

Y = c1y1 + c2y2
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其中 c1, c2 是常数. 但我们希望将 Y 这条式子变成非齐次方程的解，那我们就需要将这两个常数变

成函数，即设:
y = u1(t)y1 + u2(t)y2

我们需要确定 u1(t), u2(t). 对于一阶导数:

y′ = u′1y1 + u1y
′
1 + u′2y2 + u2y

′
2

从一项变成了四项，感觉有点多，我们认为要求 u′1y1 + u′2y2 = 0，因此得到:

y′ = u1y
′
1 + u2y

′
2

y′′ = u′1y
′
1 + u′2y

′
2 +u1y

′′
1 +u2y

′′
2

+by′ +bu1y
′
1 +bu2y

′
2

+cy +cu1y1 +cu2y2

↓ ↓
0 0


= f(t)

得到方程组:

u
′
1y1 + u′2y2 = 0

u′1y
′
1 + u′2y

′
2 = f(t)

，转换成矩阵形式:

[
y1 y2

y′1 y′2

][
u′1

u′2

]
=

[
0

f(t)

]

那么我们为什么会想到这样去设定呢？本质上还是利用了线性方程组 X′ = AX +B，也就是：[
y

y′

]′
=

[
0 1

−c −b

][
y

y′

]
+

[
0

f(t)

]

我们知道线性方程组的求解公式是:

X = Φ(t)C +Φ(t)

∫
Φ−1(t)B(t) dt

其中 Φ(t) =

[
y1 y2

y′1 y′2

]
. 我们是设

[
y

y′

]
= Φ(t)C，代入线性方程组算的时候得到了:

Φ(t)C′ = B(t) =

[
0

f(t)

]

这里的 C 就是我们之前的

[
u1

u2

]
. 因此我们的 C 就是 Φ−1B 的积分，而积分中出现的任意常数就给

到了齐次方程的通解部分. 所以我们才会有线性方程组的求解公式:

X = Φ(t)C +Φ(t)

∫
Φ−1(t)B(t) dt

Example 4.7. 求解 ODE:
y′′ + y = f(t)
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Solution.
Y = c1 cos t+ c2 sin t

设 y = u1(t) cos t+ u2(t) sin t，其中 u′1, u
′
2 满足:[

cos t sin t
− sin t cos t

][
u′1

u′2

]
=

[
0

f(t)

]
解得:

u′1 = −f(t) sin t, u′2 = f(t) cos t

即:
u1(t) = c1 −

∫
f(t) sin t dt u2(t) = c2 +

∫
f(t) cos t dt

因此为:

y = c1 cos t+ c2 sin t+
∫
f(s)[sin t cos s− cos t sin s] ds

= c1 cos t+ c2 sin t+
∫
f(s) sin(t− s) ds

□

我们将这个结论推广到 n 阶情形:

Theorem 4.9. 求解 Ln[y] = f(t). 设对应齐次方程的基本解组为 {y1, y2, · · · , yn}，则非齐
次方程的一组特解为: y∗ = u1(t)y1 + u2(t)y2 + · · ·+ un(t)yn 其中 ui(t) 满足:

y1 y2 · · · yn

y′1 y′2 · · · y′n
...

... . . . ...
y
(n−1)
1 y

(n−1)
2 · · · y

(n−1)
n




u′1

u′2
...
u′n

 =


0

0
...

f(t)



4.3 变系数 LODE

前面所学的都是常系数 LODE，我们接下来研究变系数 LODE 及一些解法.

4.3.1 Eular 方程

Eular 方程是一种特殊的变系数 LODE.

Definition 4.1. 我们称以下形式的方程为 Eular 方程:

anx
n d

ny

dxn
+ an−1x

n−1 d
n−1y

dxn−1
+ · · ·+ a1x

dy

dx
+ a0y = f(x)

其中，ai 为常数，an ̸= 0，x > 0.

我们首先看到这个式子:
x
dy

dx
= f(x)

我们可以通过变量代换 x = et，得到:
dy

dt
= f(et)
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这让我们想到，Eular 方程是否也可以进行同样的变量代换 x = et.
二阶情况下，Eular 方程为:

a2x
2y′′ + a1xy

′ + a0y = f(x)

变量代换 x = et，则:

dy

dx
=
dy

dt
· dt
dx

=
1

x

dy

dt
d2y

dx2
=

d

dx

(
1

x

dy

dt

)
= − 1

x2
dy

dt
+

1

x
· d
dx

(
dy

dt

)
= − 1

x2
dy

dt
+

1

x
· 1
x
· d

2y

dt2
= − 1

x2
dy

dt
+

1

x2
d2y

dt2

代入 Eular 方程，得到:

a2x
2

(
− 1

x2
dy

dt
+

1

x2
d2y

dt2

)
+ a1x · 1

x

dy

dt
+ a0y = f(et)

=⇒ a2
d2y

dt2
+ (a1 − a2)

dy

dt
+ a0y = f(et)

成功将一个变系数 LODE 转化为一个常系数 LODE. 那么同样，在 n 阶情形下可以转化为:

bn
dny

dtn
+ bn−1

dn−1y

dtn−1
+ · · ·+ b1

dy

dt
+ b0y = f(et)

若为齐次方程（f = 0），则特征方程为:

bnλ
n + bn−1λ

n−1 + · · ·+ b1λ+ b0 = 0

解得 λ1, λ2, · · · , λs，分别为 n1, n2, · · · , ns 重根，则通解为:

y =
s∑

i=1

ni−1∑
j=0

cijt
jeλit

=
s∑

i=1

ni−1∑
j=0

cij(lnx)jxλi

我们将 xλ 代入 Eular 方程，得到:

[anλ(λ− 1) · · · (λ− n+ 1) + · · ·+ a0]

对其展开，得到

bn
dny

dtn
+ bn−1

dn−1y

dtn−1
+ · · ·+ b1

dy

dt
+ b0y = f(et)

的对应系数.

Example 4.8. 求解 ODE:
x2
d2y

dx2
+ x

dy

dx
= 6 lnx− 1

x

Solution. 令 x = et，则方程变为:
d2y

dt2
= 6t− e−t

45



齐次方程通解为:

y =

∫ ∫
(6t− e−t) dt dt

= t3 − e−t + c1t+ c2

= (lnx)3 − 1

x
+ c1 lnx+ c2

□

Example 4.9. 求解 ODE:

x3
d3y

dx3
− 3x2

d2y

dx2
+ 6x

dy

dx
− 6y = x2

Solution. 把 y = xλ 代入左边.

LHS = xλ[λ(λ− 1)(λ− 2)− 3λ(λ− 1) + 6λ− 6]

= xλ(λ3 − 6λ2 + 11λ− 6)

= xλ(λ− 1)(λ− 2)(λ− 3)

令 x = et，因此方程变为:
d3y

dt3
− 6

d2y

dt2
+ 11

dy

dt
− 6y = e2t

且特征方程的解为 λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 3，因此齐次 LODE 通解为:

Y = c1e
t + c2e

2t + c3e
3t

设特解为 y∗ = Ate2t，代入 LODE 解得 A = −1. 因此通解为:

y = c1e
t + c2e

2t + c3e
3t − te2t = c1x+ c2x

2 + c3x
3 − x2 lnx

□

4.3.2 降阶法

对于高阶变系数 LODE，我们可以通过已知的解来降低阶数，从而进行求解.
对于二阶齐次方程 y′′+p(x)y′+q(x)y = 0，我们已知一个非零解 y1(x)，则可以设 y = u(x)y1(x)，

代入方程，得到:

y′′1u+ 2y′1u
′ + y1u

′′

+py′1u+ py1u
′

+qy1u = 0

从而有:
y1u

′′ + (2y′1 + py1)u
′ = 0

设 z = u′，则:
y1z

′ + (2y′1 + py1)z = 0
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化为一阶方程，实现了降阶. 解得:

z = c1
1

y21
e−

∫
p(x) dx = u′

u = c2 + c1

∫
1

y21
e−

∫
p(x) dx dx

y = c2y1 + c1y1

∫
1

y21
e−

∫
p(x) dx dx

同理，降阶法对于非齐次方程也成立.

Example 4.10. 已知 ODE:
xy′′′ + 3y′′ − xy′ − y = 0

有解 y1 =
1

x
，求其通解.

Solution. 令 y =
u(x)

x
，则:

u′′′ − u′ = 0

特征方程为: λ3 − λ = 0，解得 λ = 0, ±1，因此 u = c1 + c2e
x + c3e

−x，所以通解为:

y =
c1
x

+
c2e

x

x
+
c3e

−x

x

□

有时候可能题目并没有给出解，但是这个解比较容易猜测出来.

Example 4.11. 求解 ODE:

x2y′′ − x(2− x)y′ + (2− x)y = x4

Solution. 我们先找 x2y′′ − x(2− x)y′ + (2− x)y = 0 的一个解. 注意到 y1 = x. 令 y = u(x)x，则:

u′′ + u′ = x

解得:
u = c2 + c1e

−x +
1

2
x2 − x

y = c2x+ c1xe
−x +

1

2
x3 − x2

□

4.3.3 特殊系数

有一些二阶变系数 LODE 有特殊的系数形式，可以直接进行求解.
对于二阶齐次方程:

y′′ + py′ + qy = 0
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令 y = u(x)v(x)，则:

u′′v + 2u′v + uv′′ = 0

+pu′v + puv′

+quv

我们希望 2u′v′ + puv′ = 0，因此得到:
2u′ + pu = 0

解得:
u = e−

1
2

∫
p(x) dx

代入方程 (u′′ + pu′ + qu)v + uv′′ = 0，得到:

v′′ +
u′′ + pu′ + qu

u
v = 0

v′′ +

(
−p

′

2
− p2

4
+ q

)
v = 0

我们希望 −p
′

2
− p2

4
+ q 为常数 a，则 v′′ + av = 0 可以快速解除 v.

Example 4.12. 求解 ODE:
y′′ +

2

x
y′ + y = 0

Solution. 注意到 −p
′

2
− p2

4
+ q = −

(
− 1

x2

)
/2− (2/x)2

4
+ 1 = 1 为常数. 令 y = u(x)v(x)，则:

u = e−
1
2

∫
2
x dx =

1

x

v′′ + v = 0

解得 v = c1 cosx+ c2 sinx，因此通解为:

y =
c1 cosx+ c2 sinx

x

□

4.3.4 常数变易法

常数变易法同样适用于变系数 LODE 的非齐次方程.

Example 4.13. 求解 ODE:
y′′ +

2

x
y′ + y = f(x)

Solution. 令 y =
sinx
x

u1 +
cosx
x

u2，其中
sinx
x

cosx
x

cosx
x

− sinx
x2

−sinx
x

− cosx
x2


u′1
u′2

 =

 0

f(x)


□
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4.3.5 （广义）幂级数法

Definition 4.2. 若函数 p(x) 能写成:

p =
∑

ai(x− x0)
i |x− x0| < α

则称 p(x) 可实解析.

Theorem 4.10 (Cauchy 定理). 若 p(x), q(x) 可实解析，则方程:

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0

有形如
∑
ci(x− x0)

i 的两个线性无关解，其中 ci 由待定系数法确定.

Example 4.14. 求解 ODE:
y′′ = xy

Solution. 设 y =
∑∞

n=0 cnx
n，则:

∞∑
n=2

n(n− 1)cnx
n−2 = x

∞∑
n=0

cnx
n

∞∑
n=0

(n+ 2)(n+ 1)cn+2x
n = 2c2 +

∞∑
n=1

(n+ 2)(n+ 1)cn+2x
n =

∞∑
n=1

cn−1x
n

因此:
c2 = 0 cn+2(n+ 2)(n+ 1) = cn−1 (n ≥ 1)

由数学归纳法可得:

c3k =
(3k − 2)!!!

(3k)!
c0 c3k+1 =

(3k − 1)!!!

(3k + 1)!
c1 c3k+2 = 0

因此通解为:
y = c0

∑ (3k − 2)!!!

(3k)!
x3k + c1

∑ (3k − 1)!!!

(3k + 1)!
x3k+1

□

Theorem 4.11 (广义幂级数法). 若 xp(x), x2q(x) 在 x0 附近可实解析，则方程:

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0

有形如 y = xr
∑
cnx

n 的两个线性无关解（c0 ̸= 0）.

Example 4.15. 求解 ODE:
x2y′′ + xy′ + x2y = 0

Solution. 即求:
y′′ +

1

x
y′ + y = 0
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令 y = xr
∑∞

n=0 anx
n（a0 ̸= 0），则:

a0r
2xr−2 + a1(r + 1)2xr−1 +

∞∑
m=0

(
am+2(m+ r + 2)2 + am

)
xm+r = 0

=⇒ r = 0, a1 = 0, am+2 = − am
(m+ 2)2

=⇒ a2k = (−1)k
a0

(2kk!)
2

因此其中一个解为:

y1 =
∞∑
k=0

a0
(−1)kx2k

22k(k!)2

然后我们就可以用降阶法求出通解了. □

4.4 二阶 LODE 的零点分布

Problem 4.3 (Bessal 方程).

t2y′′ + ty′ + (t2 − n2)y = 0

其中 n 为非负整数.

方程两边同时除以 t2，得到:

y′′ +
1

t
y′ +

(
1− n2

t2

)
y = 0

能够得到:
y = e−

1
2

∫
p dtu = t

1
2u

其中 u 满足:

u′′ +

(
1−

n2 − 1
4

t2

)
u = 0

解的图像大概为:

图 1: Bessal 方程解的图像

我们将研究解的零点分布情况，即个数、间距等.
考虑 y′′ + q(t)y = 0（上面 Bessal 方程的例子表明 y′ 可被吸收），t ∈ [a, b]，q ∈ C([a, b]).

Theorem 4.12 (孤立性). 非零解在区间 [a, b] 上至多有有限个零点.

Solution. 反证法：假设有无穷多个零点 t1, t2, · · ·，则有聚点定理，必有聚点 t0.

t→ t0, y(t) = 0
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y′(t0) = lim
t→t0

y(t)− y(t0)

t− t0
= 0

因此有 Cauchy 问题: 
y′′ + q(t)y = 0

y(t0) = 0

y′(t0) = 0

有唯一零解，与非零解矛盾. □

Theorem 4.13 (Sturm 比较定理). 设 P (t) ≥ Q(t), t ∈ [a, b] ⊂ I, P,Q ∈ C(I)，方程

x′′ +Q(t)x = 0 有解 x(t), t ∈ I，且 a, b 是 x(t) 的相邻零点. 那么对于方程 y′′ + P (t)y = 0

的解 y(t), t ∈ I，存在 c ∈ [a, b]，使得 y(c) = 0.

Solution. 反证法：假设 ∀t ∈ [a, b], y(t) ̸= 0，不妨 y(t) > 0. 则:

(x′′ + P (t)x) y − (y′′ +Q(t)y)x = 0

=⇒ x′′y − xy′′ = (P −Q)xy

= (x′y − xy′)
′

在 [a, b] 上积分，得到:

(x′y − xy′)|ba =

∫ b

a

(P −Q)xy dt

由条件，x(a) = x(b) = 0 是相邻零点，因此 x(t) ̸= 0. 不妨 x(t) > 0，则:

x′(b)y(b)− x′(a)y(a) =

∫ b

a

(P −Q)xy dt ≥ 0

左式为负值，右式为正负值，矛盾！ □

Corollary 4.14. x′′ + qx = 0 有两个线性无关解 x1, x2，设 a, b 是 x1 的相邻零点，则

∃c ∈ (a, b), x2(c) = 0.

Solution. 由 Sturm 比较定理，∃c ∈ [a, b], x2(c) = 0. 如果取到了端点 a 或 b，那么在 t = c 处，

W (t) =

∣∣∣∣∣x1 x2

x′1 x′2

∣∣∣∣∣ = 0，与 x1, x2 线性无关矛盾！因此 c ∈ (a, b). □

事实上，我们也可以说:

• x1, x2 线性无关 ⇐⇒ 零点不同 ⇐⇒W ̸= 0

• x1, x2 线性相关 ⇐⇒ 零点相同 ⇐⇒W = 0

那么，对于零点的间距，能否给出估计？

考虑 y′′ + q(x)y = 0, 0 < m ≤ q(x) ≤M . 已知：

y′′ +my = 0 y = A cos(
√
mx+ φ0)

y′′ +My = 0 y = B cos(
√
Mx+ φ0)

零点间距分别为
π√
m
,

π√
M

. 因此:

π√
M

≤ 原式零点间距 ≤ π√
m
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Solution. 先证明: 0 < m ≤ q(x) 时，原间距 ≤ π√
m

.

反证法：设 a, b 是相邻零点，且 b− a >
π√
m

. 对于 Y ′′ +mY = 0，有解

Y = A sin
[√
m(x− a)

]
有相邻零点 a, a +

π√
m

. 由 Sturm 比较定理，∃c ∈ [a, a +
π√
m
], y(c) = 0. 但是当 c = a 时无法导

出矛盾!
修正: ∃ε > 0, b > a+ ε+

π√
m

,

Y = sin
[√
m(x− a− ε)

]
有相邻零点 a + ε, a + ε +

π√
m

. 由 Sturm 比较定理，∃c ∈ [a + ε, a + ε +
π√
m
], y(c) = 0，因此

c ∈ (a, b)，与 a, b 是相邻零点矛盾！所以原间距 ≤ π√
m

.

同理可证: q(x) ≤M 时，原间距 ≥ π√
M

. 综上所述，
π√
M

≤ 原式零点间距 ≤ π√
m

□

Corollary 4.15. 当 q(x) ≤ 0 时，非零解 y(x) 最多有一个零点.

Solution. 反证法：假设有两个零点 x1 ̸= x2，取 M =
1

4

(
π

|x1 − x2|

)2

. 对于 y′′ +My = 0，与原

式比较，有

|x1 − x2| ≥
π√
M

= 2|x1 − x2|

矛盾！ □

Problem 4.4 (n 阶 Bessal 方程零点分布).

x2y′′ + xy′ + (x2 − n2)y = 0

Solution. 吸收 y′ 项，得到:

y′′ +

(
1−

n2 − 1
4

x2

)
y = 0

• 0 ≤ n <
1

2
，间距 ≤ π

• n =
1

2
，间距 = π

• n >
1

2
，间距 > π

□

4.5 二阶 LODE 的边值问题

对于 y′′ + y = 0，我们能推出通解:

y = c1 cosx+ c2 sinx
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若给出初值条件 y(0) = 0, y(π) = 1，则推出无解！

我们要考虑的是 y
′′ + py′ + qy = 0

y(a) = α, y(b) = β
(⋆)

在 a, b 满足什么条件的时候有唯一解？

Definition 4.3. 若齐次边值问题 y
′′ + py′ + qy = 0

y(a) = 0, y(b) = 0

存在非零解，则称 a, b 为共轭点.

Theorem 4.16. a, b 是方程
y′′ + py′ + qy = 0

的共轭点的充分必要条件是：该方程的任意两个线性无关解 y1, y2 满足:∣∣∣∣∣y1(a) y2(a)

y1(b) y2(b)

∣∣∣∣∣ = 0

Solution. 该方程的任意两个线性无关解 y1, y2 满足:∣∣∣∣∣y1(a) y2(a)

y1(b) y2(b)

∣∣∣∣∣ = 0

等价于： [
y1(a) y2(a)

y1(b) y2(b)

][
c1

c2

]
=

[
0

0

]
有非零解 c1, c2，因此有非零解 y = c1y1 + c2y2 满足:

y(a) = 0, y(b) = 0

等价于 a, b 为共轭点. □

Theorem 4.17. 边值问题 y
′′ + py′ + qy = 0

y(a) = α, y(b) = β

存在唯一解的充分必要条件为 a, b 不是共轭点.

Solution. 设通解为 y = c1y1 + c2y2，其中 y1, y2，边值条件等价于:

c1y1(a) + c2y2(a) = α, c1y1(b) + c2y2(b) = β

因此这个方程组对于 c1, c2 有唯一解的充分必要条件为:∣∣∣∣∣y1(a) y2(a)

y1(b) y2(b)

∣∣∣∣∣ = y1(a)y2(b)− y2(a)y1(b) ̸= 0
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也就等价于 a, b 不是共轭点. □

那我们如何求通解呢？

Example 4.16. 求解边值问题: y
′′ + py′ + qy = 0

y(a) = α, y(b) = β

其中 a, b 不是共轭点.

Solution. 我们只需找到两个线性无关解 y1, y2. 我们令:y
′′
1 + py′1 + qy1 = 0

y1(a) = 1, y1(b) = 0y
′′
2 + py′2 + qy2 = 0

y2(a) = 0, y2(b) = 1

因为 y1, y2 零点不同，所以符合线性无关，因此通解为:

y = αy1 + βy2

□

那么，自然而然的，我们要考虑非齐次的情况.

Example 4.17. 求解边值问题: y
′′ + py′ + qy = f(x)

y(a) = α, y(b) = β

其中 a, b 不是共轭点.

Solution. 由上面的例子，我们先求出对应齐次方程的两个线性无关解 y1, y2. 设通解为:

y = c1y1 + c2y2 + y3

其中 y3 满足: y
′′
3 + py′3 + qy3 = f(x)

y3(a) = y3(b) = 0

由于 f(x) 的一般性，我们只能够使用常数变易法来求解 y3. 设:

y3 = u1(x)y1 + u2(x)y2

其中: [
y1 y2

y′1 y′2

][
u′1

u′2

]
=

[
0

f(x)

]
解得:

y3 = y1

∫ x

a

−fy2(t)
W (t)

dt− y2

∫ b

x

fy1(t)

W (t)
dt

□
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5 一阶常微分方程的适定性

这一章我们研究的是一般的一阶常微分方程:
dy

dx
= f(x, y)

y(x0) = y0

解的情况. 我们关心的是解的存在性、唯一性、连续依赖性，合在一起就称为这个 Cauchy 问题的

适定性问题.

5.1 存在性

在前面的章节中，我们把解写出来了，自然解决了存在性的问题. 但是对于一般的方程，我们

无法把解写出来.

Definition 5.1 (方向场). Ω ⊂ R2, ∀ (x, y) ∈ Ω，做斜率为 f(x, y) 的短线段，形成 Ω 上的

方向场. 我们把区域 Ω 和 Ω 上的方向场合在一起，称为 ODE 的方向场.

Definition 5.2. 若 Ω 上的一条曲线 Γ 满足：∀ (x, y) ∈ Γ，曲线在该点与方向场相切，则称

Γ 为积分曲线.

那么我们所研究的存在性，也就是想要找到解，也就等价于找过 (x0, y0) 的积分曲线.

Theorem 5.1 (Peano 定理). 记矩形区域 R = [x0−a, x0+a]× [y0− b, y0+ b]，若 f ∈ C(R)，

则 Cauchy 问题 
dy

dx
= f(x, y)

y(x0) = y0

在 [x0 − α, x0 + α] 内存在解. 其中:

α = min
{
a,

b

M

}
, M = max

(x,y)∈R
|f(x, y)|

为什么是这样的 α 呢？考虑 f = 0 时，显然可以取到 α = a. 而当 f(x0, y0) 是一个很大的常

数 M 时，积分曲线 Γ 与直线 y = M(x− x0) + y0 相切，而所有的情况需要限制在 R 内，因此考

虑直线与矩形区域 R 上边的交点，得到 α =
b

M
，因此有 α = min

{
a,

b

M

}
. 其中的 M 由 f 决定，

即 M = max(x,y)∈R |f(x, y)|
那么我们怎么去证明 Peano 定理呢？首先想到的就是利用方向场来构造积分曲线. 下面考虑的

是右行解. 我们将 [x0, x0 + α] 分成 n 份，每一份长度为 h =
α

n
，记 xk = x0 + kh (k = 0, 1, . . . , n).

yk = yk−1 + f(xk−1, yk−1)(xk − xk−1) = y0 +
k−1∑
i=0

f(xi, yi)(xi+1 − xi)

定义分段函数: 当 x ∈ [xk, xk+1] 时，

φn(x) = y0 +
k−1∑
i=0

f(xi, yi)(xi+1 − xi) + f(xk, yk)(x− xk)
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我们将这些线段连接起来，得到逼近解，我们称 {φn(x)}∞n=1 为 Eular 折线，这些折线只满足在

[x0, x0 + α] 上连续，也就是说：在收敛过程中，当 n → ∞ 时，我们希望 φn(x) ⇒ φ(x) 是方程的

解，但是 φ(x) 目前只满足连续，不能保证其满足一阶导数连续.
我们换个角度，把 Cauchy 问题改写成积分方程 (等价性显然):

y = y0 +

∫ x

x0

f(s, y(s)) ds x ∈ [x0, x0 + α] = I

由积分方程解的定义，y 只需要在 I 上连续，并且满足积分方程即可. 那么我们希望上面所得到的

φ(x) 满足这个积分方程.
对于 φn(x) 的收敛情况，在数分中我们有:

Theorem (有界数列必有收敛子列). 设数列 {an}∞n=1，存在常数 N > 0，使得

|an| ≤ N, ∀n

则 ∃{anj}∞j=1, anj → a (j → ∞)

同样的，我们希望 {φn(x)}∞n=1 在满足一定条件下也有收敛子列，就能得到 φ(x). 这里要引入

Arzela-Ascoli 定理:

Definition 5.3 (一致有界). 若 ∃ 常数 N，使得

|φn(x)| ≤ N, ∀x ∈ I, n = 1, 2, . . .

则称 {φn(x)}∞n=1 在 I 上一致有界.

Definition 5.4 (等度连续). 若 φn(x) ∈ C(I), ∀ε > 0, ∃δ > 0，使得

∀x1, x2 ∈ I, |x1 − x2| < δ =⇒ |φn(x1)− φn(x2)| < ε, ∀n = 1, 2, . . .

则称 {φn(x)}∞n=1 在 I 上等度连续.

Theorem 5.2 (Arzela-Ascoli 定理). 设 I ∈ [a, b] 是一个有界闭区域，{φn(x)}∞n=1 是 I 上满

足：一致有界、等度连续，则存在一致收敛子列 {φ̃n(x)}∞j=1

φ̃n(x) ⇒ φ(x) ∀x ∈ I, n→ +∞

并且 φ(x) ∈ C(I).

Solution. 我们取 A = {I中的有理点}，则 A 是可数集，记 A = {x1, x2, · · · , xm, · · · }.
对于函数列 {φn(x)}∞n=1，x = x1 处的值构成数列 {φn(x1)}∞n=1，因为有界数列必有收敛子列，

存在收敛子列

{φ(1)
n (x1)}∞n=1 φ(1)

n (x1) → y1 (n→ ∞)

对于函数列 {φ(1)
n (x)}∞n=1，x = x2 处的值构成数列 {φ(1)

n (x2)}∞n=1，存在收敛子列

{φ(2)
n (x2)}∞n=1 φ(2)

n (x2) → y2 (n→ ∞)
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以此类推，得到:
{φ(m)

n (xm)}∞n=1 φ(m)
n (xm) → ym (n→ ∞)

并且有包含关系:

{φn(x)}∞n=1 ⊃ {φ(1)
n (x)}∞n=1 ⊃ {φ(2)

n (x)}∞n=1 ⊃ · · · ⊃ {φ(m)
n (x)}∞n=1 ⊃ · · ·

同时写成表格形式:

φ
(1)
1 (x1) φ

(1)
2 (x1) φ

(1)
3 (x1) · · · → y1

φ
(2)
1 (x2) φ

(2)
2 (x2) φ

(2)
3 (x2) · · · → y2

φ
(3)
1 (x3) φ

(3)
2 (x3) φ

(3)
3 (x3) · · · → y3

...
...

... . . . ...

由包含关系，每一行都是上一行的子列，我们取对角线上的元素，得到子列:

φ̃n(x) = φ(n)
n (x)

下面我们的目标是证明：∀ε > 0, ∃N, ∀n,m > N ,

|φ̃n(x)− φ̃m(x)| < ε, ∀x ∈ I

根据有理数的稠密性，我们可以找到 xi ∈ A，使得 x ∼ xi. 由三角不等式，有:

|φ̃n(x)− φ̃m(x)| ≤ |φ̃n(x)− φ̃n(xi)|

+ |φ̃n(xi)− φ̃m(xi)|

+ |φ̃m(xi)− φ̃m(x)|

由于 {φn(x)}∞n=1 在 I 上等度连续，∀ε > 0，∃δ > 0，使得

∀|x1 − x2| < δ, |φn(x1)− φn(x2)| < ε ∀n = 1, 2, · · ·

由于 I 有界闭，则 I ⊂
⋃

xi∈A(xi−
δ

2
, xi+

δ

2
)，由有限覆盖定理，存在有限个 x1, x2, . . . , xL ∈ A，

使得:

I =
L⋃

i=1

(xi −
δ

2
, xi +

δ

2
)

记 B = {x1, x2, . . . , xL}，那么 ∀x ∈ I, ∃x̂ ∈ B, |x− x̂| < δ

2
. 因此:

|φn(x)− φn(x̂)| < ε

因为:
lim
n→∞

φ̃n(xi) = yi

所以 ∃Ni，使得当 n,m > Ni 时，有:

|φ̃n(xi)− φ̃m(xi)| < ε

取 N = max{N1, · · · , NL}，则当 n,m > N 时，有:

|φ̃n(xi)− φ̃m(xi)| < ε ∀i = 1, 2, . . . , L
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综上所述，当 n,m > N 时，有:

|φ̃n(x)− φ̃m(x)| ≤ |φ̃n(x)− φ̃n(x̂)|

+ |φ̃n(x̂)− φ̃m(x̂)|

+ |φ̃m(x̂)− φ̃m(x)|

< ε+ ε+ ε = 3ε

所以，{φ̃n(x)}∞n=1 在 I 上一致收敛于 φ(x)，

φ̃n(x) ⇒ φ(x)

并且 φ(x) ∈ C(I). □

那么 Peano 定理的证明就可以分为以下几步:

• 将微分方程改写为积分方程 y = y0 +
∫ x

x0
f(s, y(s)) ds

• 构造 Eular 折线 {φn(x)}∞n=1.

• 证明 {φn(x)}∞n=1 在 I 上一致有界、等度连续. 由 Arzela-Ascoli 定理，其一致收敛于 φ(x).

• 证明 φ(x) 满足积分方程.

Theorem (Peano 定理). 记矩形区域 R = [x0 − a, x0 + a] × [y0 − b, y0 + b]，若 f ∈ C(R)，

则 Cauchy 问题 
dy

dx
= f(x, y)

y(x0) = y0

在 [x0 − α, x0 + α] 内存在解. 其中:

α = min
{
a,

b

M

}
, M = max

(x,y)∈R
|f(x, y)|

Solution (Peano 定理的证明). 记 I = [x0, x0 + α] 微分方程等价于积分方程:

y = y0 +

∫ x

x0

f(s, y(s)) ds x ∈ I

构造 Eular 折线:

φn(x) = y0 +
k−1∑
i=0

f(xi, yi)(xi+1 − xi) + f(xk, yk)(x− xk), x ∈ [xk, xk+1]

其中 yk = yk−1 + f(xk−1, yk−1)(xk − xk−1).

|φn(x)− y0| ≤
k−1∑
i=0

|f |α
n
+ |f |α

n
≤ (k + 1)

α

n
k = 0, 1, . . . , n− 1

≤ α

|φn(x)| ≤ |y0|+ α

因此 {φn(x)}∞n=1 在 I 上一致有界.
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对于任意 ε > 0，取 δ =
ε

2M
，则当 |x′1 − x′2| < δ 时，有:

|φn(x
′
1)− φn(x

′
2)| ≤ |φn(x

′
1)− φn(xi)|+ · · ·+ |φn(xj)− φn(x

′
2)| (有限项)

≤M |x′1 − xi|+ · · ·+M |xj − x′2|

≤M |x′1 − x′2| < Mδ =
ε

2
< ε

因此 {φn(x)}∞n=1 在 I 上等度连续.
由 Arzela-Ascoli 定理，∃ 一致收敛子列

φ̃n(x) ⇒ φ(x)

记

φn(x) = y0 +

∫ x

x0

f(s, φn(s)) ds+ δn(x)

我们的目标是证明 δn(x) ⇒ 0 (n→ ∞). 由构造可知:

δn(x) =
k−1∑
i=0

∫ xi+1

xi

[f(xi, yi)− f(s, φn(s))] ds+

∫ x

xk

[f(xk, yk)− f(s, φn(s))] ds

因为 f ∈ C(R)，∀ε > 0, ∃δ > 0，使得 ∀|x1 − x2| < δ, |y1 − y2| < δ，有

|f(x1, y1)− f(x2, y2)| < ε

我们需要 h =
α

n
< δ 和 |φn(s)− yi| ≤Mh =M

α

n
< δ.

因此取 N =
(2 +M)α

δ
，当 n > N 时，满足 h =

α

n
< δ 和 |φn(s)− yi| ≤Mh =M

α

n
< δ. 因

此

|δn(x)| ≤
k−1∑
i=0

ε(xi+1 − xi) + ε(x− xk) ≤ εα

因此 δn(x) ⇒ 0 (n→ ∞).
综上所述，φ(x) 满足积分方程，因此 φ(x) 是 Cauchy 问题的解，即解存在.

□

Peano 定理保证了解的存在性，我们希望更对 f 进行进一步的限制，从而保证解的唯一性.

5.2 唯一性

5.2.1 Lip 条件

Definition 5.5 (Lipschitz 条件 (简称 Lip 条件)). 设区域 R ⊂ R2，若对于 R 中的每一个紧

集 K, ∃LK > 0，使得

|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ LK |y1 − y2|, ∀(x, y1), (x, y2) ∈ R

则称 f(x, y) 在 R 上满足 (局部) Lipschitz 条件.
进一步的：若 ∃L > 0，使得

|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ L|y1 − y2|, ∀(x, y1), (x, y2) ∈ R

则称 f(x, y) 在 R 上满足一致 Lipschitz 条件.
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Lemma 5.3 (Gronwall 不等式). 设 u(x), α(x) 在区间 I 上连续，有 u, α ≥ 0; c, k ≥ 0，若

u(x) ≤ c+

∫ x

x0

[α(s)u(s) + k] ds

则

u(x) ≤ [c+ k(x− x0)]e
∫ x
x0

α(s) ds

Solution. 记 Y (x) = c+
∫ x

x0
[α(s)u(s) + k] ds ，则 Y (x) 可导，且

Y ′(x) = α(x)u(x) + k ≤ α(x)Y (x) + k

因此： (
e
−

∫ x
x0

α(s) ds
Y (x)

)′
≤ ke

−
∫ x
x0

α(s) ds

e
−

∫ x
x0

α(s) ds
Y (x)− Y (x0) ≤ k(x− x0)

u(x) ≤ Y (x) ≤ [c+ k(x− x0)]e
∫ x
x0

α(s) ds

特别的: c, k = 0 时，u = 0. □

Theorem 5.4 (Picard 定理). 记矩形区域 R = [x0−a, x0+a]× [y0− b, y0+ b]，若 f ∈ C(R)

并且在 R 上满足 Lip 条件，则 Cauchy 问题
dy

dx
= f(x, y)

y(x0) = y0

在 [x0 − α, x0 + α] 内存在唯一解. 其中:

α = min
{
a,

b

M

}
, M = max

(x,y)∈R
|f(x, y)|

Solution. 我们只证明右行解.
存在性: 转化为积分方程:

y = y0 +

∫ x

x0

f(s, y(s)) ds

构造 Picard 迭代序列作为逼近解:
y0 = y0

yk+1 = y0 +

∫ x

x0

f(s, yk(s)) ds

由数学归纳法可知 {yk(x)}∞k=1 是良定义的，即：yk(x) ∈ C(I)

|yk(x)− y0| ≤ b

我们断言：

|yk(x)− yk−1(x)| ≤
M

L

[L(x− x0)]
k

k!

60



由数学归纳法：当 k = 1 时，

|y1 − y0| =
∣∣∣∣∫ x

x0

f(s, y0) ds

∣∣∣∣ ≤M(x− x0) =
M

L

[L(x− x0)]
1

1!

假设 k 成立，则对于 k + 1，有:

|yk+1 − yk| =
∣∣∣∣∫ x

x0

[f(s, yk(s))− f(s, yk−1(s))] ds

∣∣∣∣
(Lip) ≤

∫ x

x0

L|yk − yk−1|(s) ds

≤
∫ x

x0

L
M

L

[L(s− x0)]
k

k!
ds

=
M

L

[L(x− x0)]
k+1

(k + 1)!

因此断言成立.
将不等式进一步放大：

|yk − yk−1|(x) ≤
M

L

[Lα]k

k!

因为级数
∑∞

k=1

[Lα]k

k!
= eLα − 1 收敛，所以 ∀ε > 0, ∃N > 0，

∞∑
n=N+1

[Lα]n

n!
< ε

因此当 n,m > N 时，有:

|yn − ym|(x) ≤
m∑

k=n

|yk − yk−1|(x)

≤ M

L

m∑
k=n

[Lα]k

k!

<
M

L
ε

因此 yk(x) ⇒ y(x) (k → ∞) ∀x ∈ I.
对于逼近解取 k → ∞，得到:

y(x) = y0 +

∫ x

x0

f(s, y(s)) ds

正好是积分方程，因此 yk(x) 的极限 y(x) 就是原 Cauchy 问题的解.
唯一性: 假设 y = y1(x), y = y2(x) 是 Cauchy 问题的两个不同的解，则

y1 = y0 +

∫ x

x0

f(s, y1(s)) ds

y2 = y0 +

∫ x

x0

f(s, y2(s)) ds

两式相减取绝对值，得到:

|y1 − y2|(x) =
∣∣∣∣∫ x

x0

[f(s, y1(s))− f(s, y2(s))] ds

∣∣∣∣
(Lip) ≤

∫ x

x0

L|y1 − y2|(s) ds

由 Gronwall 不等式可知，|y1 − y2|(x) = 0，即 y1 = y2，与假设矛盾. □
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5.2.2 Osgood 条件

Definition 5.6 (Osgood 条件). 设区域 R ⊂ R2，若存在 [0,+∞) 上的连续函数 F (r) > 0，

使得

|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ F (|y1 − y2|), ∀(x, y1), (x, y2) ∈ R

并且 ∫ r1

0

dr

F (r)
= +∞, ∀r1 > 0

则称 f(x, y) 在 R 上满足 Osgood 条件.

Theorem 5.5. 记矩形区域 R = [x0 − a, x0 + a]× [y0 − b, y0 + b]，若 f ∈ C(R) 并且在 R 上

满足 Osgood 条件，则 Cauchy 问题 
dy

dx
= f(x, y)

y(x0) = y0

在 [x0 − α, x0 + α] 内存在唯一解. 其中:

α = min
{
a,

b

M

}
, M = max

(x,y)∈R
|f(x, y)|

Solution. 存在性与 Picard 定理相同. 下面证明唯一性.
反证法：假设 y = y1(x), y = y2(x)是 Cauchy 问题的两个不同的解，则 ∃x2 ∈ I, y1(x2) ̸= y2(x2)，

因此 ∃x1 ∈ [x0, x2], y1(x1) = y2(x1)，且 ∀x ∈ (x1, x2], y1(x) > y2(x).
令 r(x) = (y1 − y2)(x)，则 r(x) > 0，且

r′ = y′1 − y′2 = f(x, y1)− f(x, y2) ≤ F (r)

取 x3 ∈ (x1, x2)，则 ∀x ∈ [x3, x2]，
r′

F (r)
≤ 1

对上式在 [x3, x2] 上积分，得到: ∫ x2

x3

r′

F (r)
dx ≤ x2 − x3

由变量替换，有: ∫ r(x2)

r(x3)

dr

F (r)
≤ x2 − x3

令 x3 → x+1 ，则：

∞ =

∫ r(x2)

0

dr

F (r)
≤ x2 − x1 < +∞

矛盾，因此解唯一. □
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5.2.3 单调递减条件

Theorem 5.6. 记矩形区域 R = [x0 − a, x0 + a]× [y0 − b, y0 + b]，若 f ∈ C(R) 并且在 R 上

关于 y 单调递减，则 Cauchy 问题 
dy

dx
= f(x, y)

y(x0) = y0

在 [x0 − α, x0 + α] 内存在唯一解. 其中:

α = min
{
a,

b

M

}
, M = max

(x,y)∈R
|f(x, y)|

Solution. 假设 y = y1(x), y = y2(x) 是 Cauchy 问题的两个不同的解，则 ∃x2 ∈ I, y1(x2) ̸= y2(x2)，

因此 ∃x1 ∈ [x0, x2]，使得 y1(x1) = y2(x1)，且 ∀x ∈ (x1, x2], y1(x) > y2(x). 但是：

y1(x2) = y1(x1) +

∫ x2

x1

f(s, y1(s)) ds

≤ y1(x1) +

∫ x2

x1

f(s, y2(s)) ds

= y2(x1) +

∫ x2

x1

f(s, y2(s)) ds

= y2(x2)

矛盾，因此解唯一. □

5.2.4 Cauchy 存在定理

Theorem 5.7 (Cauchy 存在定理). 设区域 R ⊂ R2，若 f ∈ C(R) 并且在 R 上可被实解析.
即

f(x, y) =
∑

aij(x− x0)
i(y − y0)

j

在 R 上收敛，则 Cauchy 问题 
dy

dx
= f(x, y)

y(x0) = y0

在 [x0 − ρ, x0 + ρ] 存在唯一实解析解.

证明方法其实就是运用待定系数法，将解表示为幂级数，然后代入方程中求解系数.

Example 5.1. 求解方程: 
dy

dx
= 2y + x

y(0) = 1

Solution. 一阶 LODE
y =

5

4
e2x − 1

2
x− 1

4
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Peano 定理: x ∈ [0, 1] 内分成 n 等份，h =
1

n
，xk =

k

n
，构造 Eular 折线:

yk+1 = yk + f(xk, yk) ·
1

n

= yk + (2yk + xk) ·
1

n

=

(
1 +

2

n

)
yk +

k

n2

因此:
yk+1 +

k + 1

2n
+

1

4
=

(
1 +

2

n

)(
yk +

k

2n
+

1

4

)
所以：

yk =

(
1 +

2

n

)k (
y0 +

0

2n
+

1

4

)
− k

2n
− 1

4

=
5

4

(
1 +

2

n

)k

− k

2n
− 1

4

=
5

4

[(
1 +

2

n

)n
2

]2xk

− xk
2

− 1

4

取 k → ∞，得到:
y(x) =

5

4
e2x − x

2
− 1

4

Picard 定理: 构造 Picard 迭代序列:

y0 = 1

y1 = 1 +

∫ x

0

f(s, y0) ds = 1 +

∫ x

0

(2 + s) ds = 1 + 2x+
1

2
x2

· · ·

yk(x) = 1 +
x2

2
+ 2x+ 2x2 +

5

4

(
(2x)3

3!
+ · · ·+ (2x)k+1

(k + 1)!

)
− (2x)k+1

(k + 1)!

取 k → ∞，得到:
y(x) =

5

4
e2x − x

2
− 1

4

幂级数法设解为幂级数形式:

y =
∞∑
k=0

ckx
k

能够得到:

c0 = 1

c1 = 2 c2 =
5

2
c3 =

5

3

ck =
5

4
· · · 2

k

k!
k ≥ 4

因此:
y =

5

4
e2x − x

2
− 1

4

□
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5.3 解的延拓

对于 Cauchy 问题 y
′ = y2

y(0) = 1

其解为:
y =

1

1− x
x ∈ (−∞, 1)

前面的 Peano 定理和 Picard 定理只能保证在 |x− x0| ≤ α ≤ 1

4
内存在唯一解，但是实际上解空间

是 (−∞, 1) 上，相差很大.
因此我们会思考，能否将解延拓到更大的区间上去？

5.3.1 存在性

Lemma 5.8. 设 f ∈ C(G)，G ⊂ R2 是开集. 假设 ϕ(x) 是

y
′ = f(x, y)

y(x0) = y0
在 [x0, b) 上的解，

记解曲线为

Γ = {(x, ϕ(x)) |x ∈ [x0, b)} ⊂ A ⊂ G

若 A 是紧集（有界闭集），则 ϕ(x) 可延拓至 [x0, b].

我们的目标是 1. 求出 ϕ(b) 的值；2. ϕ(x) 在 [x0, b] 上是解，即：

ϕ(x) = y0 +

∫ x

x0

f(s, ϕ(s)) ds x ∈ [x0, b]

我们希望由 ϕ ∈ C(G) 再加上某些条件，来证明 ϕ(x) 一致收敛，这样就能证明 limx→b ϕ(x) 存在，

令其为 ϕ(b) 即可. 那也就是说，我们的目标是证明 |ϕ′(x)| 有界（中值定理）.

Solution. 因为 A 是紧集，f ∈ C(G)，所以 f(A) 是紧的. 所以 ∃M > 0，使得

|f(x, y)| ≤M ∀(x, y) ∈ A

因此 ∀x ∈ [x0, b)，有:
|ϕ′(x)| = |f(x, ϕ(x))| ≤M

所以 ϕ(x) 在 [x0, b) 上一致连续. 因此 limx→b− ϕ(x) 存在，记为 ϕ(b).
由解的定义，有:

ϕ(x) = y0 +

∫ x

x0

f(s, ϕ(s)) ds x ∈ [x0, b)

令 x→ b，得到：

ϕ(b) = y0 +

∫ b

x0

f(s, ϕ(s)) ds

因此解 ϕ(x) 可延拓至 [x0, b] □

Lemma 5.9. 设 f ∈ C(G)，G ⊂ R2 是开集. 设 ϕ(x), ψ(x) 分别是

y
′ = f(x, y)

y(x0) = y0
在

65



[x0, b], [b, c] 上的两个解 (一定有 ϕ(b) = ψ(b)). 则

y(x) =

ϕ(x) x ∈ [x0, b]

ψ(x) x ∈ [b, c]

是 ODE 在 [x0, c] 上的解.

Solution. 由条件，ODE 在 [x0, b) ∪ (b, c] 上成立. 注意到 y′(b) = ϕ′(b−) = ψ′(b+) 与 ϕ′(b−) =

ϕ′(b) = f(b, ϕ(b)) = f(b, ψ(b)) = ψ′(b) = ψ′(b+) 因此 y′(b) = f(b, ϕ(b)) = f(b, y(b)). 所以 ODE 在

[x0, c] 上成立. □

Theorem 5.10 (解延拓定理). 设 f ∈ C(G)，G ⊂ R2 是开集. 对于 ∀(x0, y0) ∈ G ，Cauchy
问题 

dy

dx
= f(x, y)

y(x0) = y0

有解曲线 Γ，则解曲线 Γ 可延拓至 G 的边界（∂G）.

参考 W. Walter 的 ODE(GTM 182) 教材，分两步证明：1. 证明对于 G 中的任意紧集 A，解

曲线 Γ 可延拓至 A 外；2. 反证法证明定理.

Solution. 对于 G 中的一个紧集 A，A 与 ∂G 有距离的，记:

3a =

dist(A, ∂G) = min{dist((x, y), ∂G) | (x, y) ∈ A}, G 有界

3, G 无界

那么有 ∀(x0, y0) ∈ A, R(x0,y0) = [x0 − a, x0 + a]× [y0 − a, y0 + a] ⊂ G. 在 R(x0,y0) 中用 Peano 定理，

令 M = maxdist{(x,y),A}≤a |f(x, y)|，α = min
{
a,

a

M

}
，则解在 [x0 − α, x0 + α] 上存在，其中 α 是

固定的.
若 Γ = {(x, ϕ(x))|x ∈ [ξ, b)}，其中 ϕ 是解，则由引理5.8可知，ϕ 可延拓至 [ξ, b].

那么我们对

y
′ = f(x, y)

y(b) = ϕ(b)
在 R(b,ϕ(b)) 上用 Peano 定理，得到解：

y = ψ(x) x ∈ [b, b+ α]

由引理5.9可知，有解 y(x), x ∈ [ξ, b+ α].
同理，经过有限步（至多

D

α
+ 1 步，D 是 A 的直径），解曲线 Γ 可延拓至 A 外.

构造 Am = {x ∈ G, dist(x, ∂G) ≥ 1
m
}，则 A1 ⊂ A2 ⊂ · · · ⊂ G.

那么解曲线 Γ0 要么能延拓至 ∂G，要么未能延拓至 ∂G. 若未能延拓至 ∂G，则存在 i1，Γ0 ⊂ Ai1，

则 Γ0 可延拓至 Ai1 外，记为 Γ1.
重复这个过程，若 Γk 未能延拓至 ∂G，则存在 ik+1 > ik，使得 Γk ⊂ Aik+1

，则 Γk 可延拓至

Aik+1
外，记为 Γk+1.

记 Γk = {(x, ϕk(x)), x ∈ [ξ, bk]}，则 bk < bk+1, ϕk = ϕk+1. 令 b = limk→∞ bk. 则解 ϕ 在 [x0, b)

上存在.
lim
x→b

(x, ϕ(x)) ∈ ∂G

即可以延拓至 ∂G. □
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Corollary 5.11. 解的最大存在区间是开区间.

Definition 5.7. 若 ϕ(x) 是 y′ = f(x, y) 在 (a, b) 上的解，ψ(x) 是 y′ = f(x, y) 在 J 上的解，

并且 (a, b) ⊂ J, ϕ(x)|(a,b) = ψ(x)|(a,b)，则称 ϕ(x) 是 可延拓的，ψ(x) 是 ϕ(x) 在 J 上的一个

延拓.
反之，若不存在这样的 ψ(x)，则称 ϕ(x) 为饱和解.

因此解延拓定理说明了，f ∈ C(G) 时，y′ = f(x, y) 存在饱和解.

5.3.2 唯一性

前面 Picard 定理已经说明了，若 f 满足 Lip 条件，则解有存在唯一性. 那么就有定理:

Theorem 5.12. 设 f ∈ C(G)，G ⊂ R2 是开集，并且 f 在 G 上满足 Lip 条件. 则

∀(x0, y0) ∈ G，


dy

dx
= f(x, y)

y(x0) = y0

存在唯一饱和解.

5.3.3 整体解

Definition 5.8. 考虑

y
′ = f(x, y)

y(x0) = y0
在 R = (a, b) × (−∞,+∞) 上（a, b 都可以取 −∞ 或

+∞），若 f 在 (a, b) 上存在，则称为 整体解.

我们知道，当 p(x), q(x) ∈ C((a, b)) 时，线性方程

y
′ = p(x)y + q(x)

y(x0) = y0
的解就是整体解. 考虑

一般一点的情况：

Theorem 5.13. 若 f 在 R 上关于 y 满足一致 Lip 条件，即 ∃L > 0，使得对任意

(x, y1), (x, y2) ∈ R 有:
|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ L|y1 − y2|

则任意饱和解在 (a, b) 上存在.

Remark 5.1. 也就是说，任意饱和解都是整体解.

Solution. 同样的我们考虑右行解. 假设 ∃(x0, y0) ∈ R，其饱和解 y = φ(x) 的最大存在区间为

[x0, β)，其中 β < b. 那么

lim
x→β−

|φ(x)| = ∞

否则可以延拓到边界. 因此 φ(x) 满足

φ(x) = y0 +

∫ x

x0

f(s, φ(s)) ds x ∈ [x0, β)
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|φ(x)− y0| ≤
∫ x

x0

|f(s, φ(s))| ds

≤
∫ x

x0

|f(s, y0)| ds+
∫ x

x0

|f(s, φ(s))− f(s, y0)| ds

(Lip) ≤ max
s∈[x0,b)

|f(s, y0)|(β − x0) +

∫ x

x0

L|φ(s)− y0| ds

由 Gronwall 不等式可知：

|φ(x)− y0| ≤ max
s∈[x0,b)

|f(s, y0)|(β − x0)e
L(β−x0)

是有限的，与 limx→β− |φ(x)| = ∞ 矛盾. □

事实上，y′ = p(x)y + q(x) 并不关于 y 满足一致 Lip 条件，这是因为 L = p(x) 有可能趋于无

穷.

Example 5.2. 对于方程:
y′ = e−x + ln(1 + y2)

证明其在 (−∞,+∞) 上存在唯一整体解.

Solution. 令 f = e−x + ln(1 + y2)，那么

|∂yf | = | 2y

1 + y2
| ≤ 1

取 L = 1，则 f 关于 y 满足一致 Lip 条件，因此在 (−∞,+∞) 上存在唯一饱和解，也就是饱和

解. □

Example 5.3. 对于方程:
y′ = sin y

x

证明其在 (0,+∞) 上存在唯一整体解.

Solution.
∂yf =

1

x
cos y

x

在 (ε,+∞) 上，取 L =
1

ε
，则 f 关于 y 满足一致 Lip 条件，因此在 (ε,+∞) 上存在唯一饱和解. 由

于 ε 的任意性，因此在 (0,+∞) 上存在唯一整体解. □

Example 5.4. 对于方程:
y′ = x2 + y2

证明其右行解存在区间有限.

Solution. 设最大存在区间为 [x0, β). 若 β ≤ 0，即证.
对于 β > 0，找 x1 ∈ [0, β)，使得 ∀x ∈ [x1, β)，有 y′ = x2 + y2 ≥ x21 + y2，因此:

y′

x21 + y2
≥ 1
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对上式在 [x1, β) 上积分，得到: ∫ β

x1

y′

x21 + y2
dx ≥ β − x1

1

x1
arctan y

x1

∣∣∣y(β)
y(x1)

≥ β − x1

左式是有限的（arctanx ∈ [−π
2
, π
2
]），所以:

β ≤ x1 +
1

x1
arctan y

x1

∣∣∣y(β)
y(x1)

< +∞

因此右行解存在区间有限. □

Example 5.5. f ∈ C ′(R2)，|f |, |∂yf | 有界，求方程组:y
′ = ex + f(x, y) sin [2π(y − ex)]

y(x0) = y0

的最大解存在区间.

Solution. 令 F (x, y) = ex + f(x, y) sin [2π(y − ex)]，则:

∂yF = ∂yf(x, y) sin [2π(y − ex)] + 2πf(x, y) cos [2π(y − ex)]

|∂yF | ≤ |∂yf(x, y)|+ 2π|f(x, y)| ≤ +∞

因此 F 关于 y 满足一致 Lip 条件，所以最大解存在区间为 (−∞,+∞). □

Example 5.6. 证明对于一般的 f，方程组:y
′ = ex + f(x, y) sin [2π(y − ex)]

y(x0) = y0

的最大解存在区间也是 (−∞,+∞).

Solution. ∀K ⊂ R2，K 有界闭集，|∂yF | ≤M < +∞. 因此 F 关于 y 满足局部 Lip 条件，所以存

在唯一饱和解.
注意到 y′ = ex + f(x, y) sin [2π(y − ex)] 有特解:

y = ex +
k

2
x ∈ (−∞,+∞), k ∈ Z

取 x0 = 0. 则当 y0 = 1 +
k

2
, k ∈ Z 时，存在唯一整体解 y = ex +

k

2
, x ∈ (−∞,+∞).

若 y0 ̸= 1 +
k

2
, k ∈ Z，则 ∃m ∈ Z，

1 +
m

2
< y0 < 1 +

m+ 1

2

考虑 Ω =

{
(x, y)|x ∈ R, ex +

m

2
< y < ex +

m+ 1

2

}
由 Cauchy 问题存在唯一解，保证解曲线与

y = ex +
m

2
和 y = ex +

m+ 1

2
不相交. 由延拓定理，解在 (−∞,+∞) 上存在.

综上，无论 y0 取何值，方程组的最大解存在区间均为 (−∞,+∞). □
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5.3.4 解存在区间估计

Theorem 5.14 (第一比较定理). 设 f, F ∈ C(G)，G ⊂ R2 是开集，且

f(x, y) < F (x, y) ∀(x, y) ∈ G

设 Y (x), y(x) 分别是

y
′ = F (x, y)

y(x0) = y0
和

y
′ = f(x, y)

y(x0) = y0
在区间 [x0, a) 上的解，则

y(x) < Y (x) ∀x ∈ (x0, b)

Solution. 令 ψ(x) = Y (x)− y(x). 则 ψ(x0) = 0，

ψ′(x0) = F (x0, y0)− f(x0, y0) > 0

由连续函数保号性，∃β > 0，使得

ψ′(x) > 0 ∀x ∈ [x0, x0 + β)

因此 ψ(x) > 0, ∀x ∈ (x0, x0 + β).
假设 ∃x2 ∈ (x0+β, b), ψ(x) > 0，取 x1 = min{x ∈ (x0+β, b)|ψ(x) > 0}，则 ψ′(x1) ≤ 0. 但是:

ψ′(x1) = Y ′(x1)− y′(x1)

= F (x1, Y (x1))− f(x1, y(x1))

> 0

矛盾，因此 ∀x ∈ (x0, b)，有 ψ(x) > 0. □

但是一些特殊的情况，例如: y′ = (x− y)ex
2y，就无法用第一比较定理.

Definition 5.9 (右行上解). 若 w(x) ∈ C ′([x0, b))，且满足:w
′(x) > f(x,w(x)) ∀x ∈ [x0, b)

w(x0) ≥ y0

则称 w(x) 为

y
′ = f(x, y)

y(x0) = y0
在 [x0, b) 上的右行上解.

相应的，有右行下解的定义.

Definition 5.10 (右行下解). 若 v(x) ∈ C ′([x0, b))，且满足:v
′(x) < f(x, v(x)) ∀x ∈ [x0, b)

v(x0) ≤ y0

则称 v(x) 为

y
′ = f(x, y)

y(x0) = y0
在 [x0, b) 上的右行下解.
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Theorem 5.15. 方程

y
′ = f(x, y)

y(x0) = y0
在 [x0, b) 上存在解 y(x)，且有右行上解 w(x) 和右行

下解 v(x)，则有

v(x) < y(x) < w(x) ∀x ∈ (x0, b)

Solution. 取 g(x) = w′(x) − f(x,w(x)) > 0 (∀x ∈ [x0, b)). 令 F (x, y) = f(x, y) + g(x) > f(x, y)，

则有: w
′(x) = F (x,w(x))

w(x0) ≥ y0

由第一比较定理可知，∀x ∈ (x0, b)，有 y(x) < w(x). 同理可证，∀x ∈ (x0, b)，有 v(x) < y(x).
所以，∀x ∈ (x0, b)，有 v(x) < y(x) < w(x). □

Theorem 5.16. 设区域 G = {(x, y)|x ∈ [x0, b), y ∈ R}，f ∈ C(G)，

y
′ = f(x, y)

y(x0) = y0
在 [x0, β)

上存在解 y(x). 若存在右行上解 w(x) 和右行下解 v(x)，满足：

（1）w, v 在 [x0, β) 上存在，则 β ≥ β0.
（2）w 在 [x0, β0) 上存在，limx→β−

0
w(x) = −∞，则 β ≤ β0.

（3）v 在 [x0, β0) 上存在，limx→β−
0
v(x) = +∞，则 β ≤ β0.

Solution. （1）设 Ω = {(x, y)|x ∈ (x0, β0), v(x) < y < w(x)} 是开集，则 y 可延拓至 ∂Ω. 因为

v(x) < y < w(x)，所以 y 只能延拓至 x = β0，因此 β ≥ β0.
（2）设 Ω = {(x, y)|x ∈ (x0, β0), y < w(x)} 是开集，则 y 可延拓至 ∂Ω. 因为 y < w(x)，所以 y

只能延拓至 y → −∞，因此 β ≤ β0.
（3）设 Ω = {(x, y)|x ∈ (x0, β0), y > v(x)} 是开集，则 y 可延拓至 ∂Ω. 因为 y > v(x)，所以 y

只能延拓至 y → +∞，因此 β ≤ β0. □

与数学分析中的上界下界概念类似，我们可以定义“解的上界和下界”.

Definition 5.11. 若

y
′ = f(x, y)

y(x0) = y0
在 [x0, b) 上存在 2 个解 v(x), w(x)，且对方程组的所有

解 y(x)，都有 v(x) ≤ y(x) ≤ w(x)，则称 v(x), w(x) 分别为方程组在 [x0, b) 上的 右行最小

解和右行最大解.

Theorem 5.17. 设区域 R = {(x, y)|x ∈ [x0, x0 + a), |y − y0| < b}，f ∈ C(R)，记 α =

min
{
a,

b

M

}
,M = maxR |f |，则存在 0 < h < α，使得

y
′ = f(x, y)

y(x0) = y0
在 [x0, x0 + h) 上存

在右行最小解和右行最大解.
并且右行最小解和右行最大解各自唯一.

Solution. 我们发现形式和 Peano 定理很像，因此考虑采用 Peano 定理和第一比较定理的思路来

证明.
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对于 ODE: y
′ = f(x, y) +

1

n

y(x0) = y0

由 Peano 定理可知，∃αn > 0，使得 ODE 在 [x0, x0 + αn] 上存在解 φn(x)，

其中 αn = min
{
a,

b

M + 1
n

}
. 令 N =

1
b
a
−M

，则 ∀n > N，有 αn ≥ h. 则 ∀n ≥ N，{φn(x)}∞n=N

在 [x0, x0 + h] 上存在.

设 y(x) 是

y
′ = f(x, y)

y(x0) = y0
在 [x0, x0 + h) 上的解，则由第一比较定理可知，

y(x) ≤ φn(x) ∀x ∈ [x0, x0 + h], n ≥ N

由 Peano 定理的构造过程可知，{φn(x)} 在 [x0, x0+h] 上一致有界且等度连续，因此由 Arzela-Ascoli
定理可知，存在子列 {φnj

(x)} 在 [x0, x0 + h] 上一致收敛，记极限为 w(x). 则

w(x) = y0 +

∫ x

x0

f(s, w(s)) ds x ∈ [x0, x0 + h]

因此 w(x) 是原 ODE 在 [x0, x0 + h] 上的解，并且

y(x) ≤ w(x) ∀x ∈ [x0, x0 + h]

因此 w(x) 是右行最大解.
同理可证，存在右行最小解.
由确界原理可知，右行最大解和右行最小解各自唯一. □

Theorem 5.18 (第二比较定理). 若 f ≤ F (∀(x, y) ∈ G)，设 Φ 是

y
′ = F (x, y)

y(x0) = y0
在 [x0, b)

上的右行最大解，φ 是

y
′ = f(x, y)

y(x0) = y0
在 [x0, b) 上的右行最小解，则

φ(x) ≤ Φ(x) ∀x ∈ [x0, b)

Solution. 设 ∃x2 ∈ [x0, a], Φ(x2) < φ(x2). 取 x1 = max{x ∈ [x0, x2],Φ(x) = φ(x)}，由上一个定

理的证明过程，

y
′ = f(x, y) +

1

n

y(x1) = Φ(x1)

在 [x1, x1 + h] 上存在解 φn(x)，且

φnj
(x) ⇒ Φ(x)

由第一比较定理，有:
φ(x) < φn(x) ∀x ∈ (x1, x2]

令 nj → ∞，则有 Φ(x) ≥ φ(x)，矛盾. □

Remark 5.2. 事实上，减弱一点条件：（1）Φ 是右行最大解，φ 是右行解；（2）Φ 是右行解，φ 是

右行最小解. 结论依然成立.

Remark 5.3. 第一比较定理加上关于 y 的 Lip 条件，也能够加上等号.
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Example 5.7. f ∈ C([0, a]× R)，且满足

|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤
q

x
|y1 − y2| ∀x ∈ (0, a], y1, y2 ∈ R

其中 0 < q < 1，证明

y
′ = f(x, y)

y(0) = y0
在 [0, a] 上存在唯一解.

Solution. 这不是 Lip 条件！首先想到 Peano 定理，∃α > 0，ODE 在 [0, α] 上存在解，记为 y = φ(x).
那么就在 [α, a] 上满足 Lip 条件，因此在 [α, a] 上存在唯一解，记为 ψ(x). 由引理5.9可知，∀x ∈ [0, a]，

有:

y(x) =

φ(x) x ∈ [0, α]

ψ(x) x ∈ [α, a]

是 ODE 在 [0, a] 上的解.
下面证明唯一性. 设存在不同的解 y1, y2. 不妨设 ∃x2 ∈ [0, a], y1(x2) < y2(x2). x1 = max{x ∈

[0, x2], y1(x) = y2(x)}，令 u(x) = y2(x)− y1(x).

u′(x) = f(x, y2(x))− f(x, y1(x))

≤ q

x
(y2(x)− y1(x))

=
q

x
u(x)

因此 (x−qu)
′ ≤ 0，则有：

x−q
2 u(x2)− x−qu(x) ≤ 0 x→ x1+

x−q
2 u(x2) ≤ x−q

1 u(x1) = 0

所以 y2(x2) ≤ y1(x2)，矛盾，因此解唯一.
额外的，若 x1 = 0，需要证明 limx→0+ x

−qu(x) = 0. 由 Lagrange 中值定理，∃ξ ∈ (0, x)，使得:

u(x)− u(0) ∼ u′(ξ)(x− 0)

由于 u′ 是有界的，又 0 < q < 1，所以 limx→0+ u(x) = u(0) = 0. □

5.4 连续依赖性

这部分我们考虑的是对于微分方程初值问题进行一些小扰动：y
′ = f(x, y) + ε(x, y)

y(x0) = y0

y
′ = f(x, y)

y(x0) = y0 + ε

是否仍有 φε(x) → φ0(x)？φ0(x) 指没有扰动时的解.

Theorem 5.19. 设 f, F ∈ C(G)，f 关于 y 满足一致 Lip 条件，|f −F | ≤ ε，

y
′ = f(x, y)

y(x0) = y0
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在 [x0 − α, x0 + α] 上有解 y(x)，

y
′ = F (x, y)

y(x0) = y0
在 [x0 − α, x0 + α] 上有解 φ(x)，则

|y(x)− φ(x)| ≤ Cε ∀x ∈ [x0 − α, x0 + α]

Solution. ∀x ∈ [x0, x0 + α]，有：

y = y0 +

∫ x

x0

f(s, y(s)) ds

φ = y0 +

∫ x

x0

F (s, φ(s)) ds

因此:

|y(x)− φ(x)| ≤
∫ x

x0

|f(s, y(s))− F (s, φ(s))| ds

≤
∫ x

x0

[|f(s, y(s))− f(s, φ(s))|+ |f(s, φ(s))− F (s, φ(s))|] ds

(Lip) ≤
∫ x

x0

[ε+ L|y(s)− φ(s)|] ds

由 Gronwall 不等式可知：

|y(x)− φ(x)| ≤ εαeLα

记 ε+ L|y(s)− φ(s)| = LY，则

Y =
ε

L
+ |y(s)− φ(s)| ≤ ε

L
+

∫ x

x0

LY ds

由 Gronwall 不等式可知：

Y ≤ ε

L
eLα

因此：

|y(x)− φ(x)| ≤ ε

L

(
eLα − 1

)
□

Theorem 5.20. G 是 R2 上的连通开区域，(x0, y0) ∈ G, f ∈ C(G)，f 关于 y 满足局部 Lip

条件，

y
′ = f(x, y)

y(x0) = y0
在 J 上存在唯一解 φ(x, x0, y0)，则对于任意 [a, b] ⊂ J (x0 ∈ [a, b])，若

(ξ, η) 充分靠近 (x0, y0)，则

y
′ = f(x, y)

y(ξ) = η
在 [a, b] 上的唯一解 φ(x, ξ, η) 满足：

lim
(ξ,η)→(x0,y0)

φ(x, ξ, η) = φ(x, x0, y0)

Solution. 设 φ(x, x0, y0) 的解曲线为 S. 由于 G 是开集，所以存在紧集 G1 ⊂ G，使得 S ⊂
G1的内部，在 G1 上，f 关于 y 满足一致 Lip 条件.

我们断言，∀ε ∈ (0, ε0), ∃δ > 0，使得 ∀(ξ, η)，有:

(ξ − x0)
2 + (η − y0)

2 < δ2
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|φ(x, ξ, η)− φ(x, x0, y0)| < ε

记 Ωε = {(x, y)|x ∈ [a, b], |y − φ(x, x0, y0)| ≤ ε}，满足 Ωε ⊂ G1. 在 Ωε 中对

y
′ = f(x, y)

y(ξ) = η
进行延

拓，则 Ωε 中存在唯一饱和解 f(x, ξ, η) (x ∈ [c, d]).
因此我们将这个断言转化为断言 2：c = a, d = b. 仅看 d = b 的情况.
假设 d < b，则 |φ(d, ξ, η)−φ(d, x0, y0)| = ε，而 φ(x, ξ, η) = η+

∫ x

ξ
f(s, φ(s)) ds，φ(x, x0, y0) =

y0 +
∫ x

x0
f(s, φ(s)) ds，因此:

|φ(d, ξ, η)− φ(d, x0, y0)| ≤ |η − y0|+

∣∣∣∣∣
∫ ξ

x0

f ds

∣∣∣∣∣+
∫ x

ξ

|f(s, φ(s, ξ, η))− f(s, φ(s, x0, y0))| ds

≤ δ +Mδ +

∫ x

ξ

L|φ(s, ξ, η)− φ(s, x0, y0)| ds

由 Gronwall 不等式可知：

|φ(d, ξ, η)− φ(d, x0, y0)| ≤ δ(1 +M)eL(b−a)

为了导出矛盾，需要 δ(1 +M)eL(b−a) ≤ ε

2
. 因此取 δ = min{x0 − a, b − x0, ε,

ε

2(1 +M)
e−L(b−a)}，

得到矛盾，断言 2 成立！ □

事实上，若 f ∈ C(G) 关于 y 满足一致 Lip 条件，则三元函数 φ(x;x0, y0) 连续.

Theorem 5.21. 设 G是 R2 上的连通开区域，f,
∂f

∂y
∈ C(G)，

y
′ = f(x, y)

y(x0) = y0
的解 φ(x, x0, y0)

在其定义域上连续可微.

Solution. 上一个定理说明了连续性. 下面直接求出偏导来证明可微性.

φ(x, x0, y0) = y0 +

∫ x

x0

f(s, φ(s, x0, y0)) ds

∂φ

∂x0
= 0− f(x0, φ(x0, x0, y0))

+

∫ x

x0

∂f

∂y

∂φ

∂x0
ds

记为 z(x) = −f(x0, y0) +
∫ x

x0

∂f

∂y
z(s) ds，则 z(x) 满足:


z′ =

∂f

∂y
(x, φ(x, x0, y0))z

z(x0) = −f(x0, y0)

因此:
∂φ

∂x0
= −f(x0, y0) exp

{∫ x

x0

∂f

∂y
(s, φ(s, x0, y0)) ds

}

∂φ

∂y0
= 1 +

∫ x

x0

∂f

∂y

∂φ

∂y0
ds
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记为 w(x) = 1 +
∫ x

x0

∂f

∂y
w(s) ds，则 w(x) 满足:


w′ =

∂f

∂y
(x, φ(x, x0, y0))w

w(x0) = 1

因此:
∂φ

∂y0
= exp

{∫ x

x0

∂f

∂y
(s, φ(s, x0, y0)) ds

}
□

Example 5.8. 方程组: y
′ = sin(xy)

y(x0) = y0

有解 φ(x, x0, y0)，求
∂φ

∂x0

∣∣∣
(x0,y0)=(0,0)

和
∂φ

∂y0

∣∣∣
(x0,y0)=(0,0)

.

Solution. f = sin(xy), ∂f
∂y

= x cos(xy).

y
′ = sin(xy)

y(0) = 0
有唯一解 y = 0，φ(x; 0, 0) = 0. 因此:

fy(x, φ(x; 0, 0)) = fy(x, 0) = x

∂φ

∂x0

∣∣∣
(0,0)

= 0

∂φ

∂y0

∣∣∣
(0,0)

= exp
{∫ x

0

s ds

}
= e

x2

2

□

Example 5.9. 方程组: y
′ = f(x, y, λ)

y(x0) = y0

求
∂φ

∂λ
.

Solution.
φ(x, x0, y0, λ) = y0 +

∫ x

x0

f(s, φ(s, x0, y0, λ), λ) ds

∂φ

∂λ
=

∫ x

x0

∂f

∂y

∂φ

∂λ
ds+

∫ x

x0

∂f

∂λ
ds

记为 u(x) =
∫ x

x0

∂f

∂y
u(s) ds+

∫ x

x0

∂f

∂λ
ds，则 u(x) 满足:


u′ =

∂f

∂y
(x, φ(x, x0, y0, λ))u+

∂f

∂λ
(x, φ(x, x0, y0, λ))

u(x0) = 0

76



因此:
∂φ

∂λ
=

∫ x

x0

∂f

∂λ
(s, φ(s, x0, y0, λ)) exp

{∫ x

s

∂f

∂y
(t, φ(t, x0, y0, λ)) dt

}
ds

□

5.5 求解高阶 ODEs

5.5.1 首次积分法

Example 5.10. 求解 ODE: x
′ = y − x(x2 + y2 − 1)

y′ = −x− y(x2 + y2 − 1)

Solution.
x′y − y′x = x2 + y2

xy′ − yx′

x2 + y2
= −1

得到:
arctan y

x
+ t = C1

x′x+ y′y = −(x2 + y2)(x2 + y2 − 1)

(x2 + y2)′

2
= −(x2 + y2)(x2 + y2 − 1)

得到:
x2 + y2 − 1

x2 + y2
· e2t = C2

联立两个方程，得到通解.
x =

1√
1− C2e−2t

cos(C1 − t)

y =
1√

1− C2e−2t
sin(C1 − t)

□

Definition 5.12. 设 X′ = F (t,X)，G ⊂ R2，Φ 在 G 中连续可微，且不恒等于常数.
若对 X′ = F (t,X) 的任意解 X(t)，都有

Φ(t,X(t)) = 常数

则称 Φ(t,X) 为 X′ = F (t,X) 的一个 首次积分.

5.5.2 Hamilton 系统

Definition 5.13. 设 H ∈ C ′(G)，G ⊂ R2，则称方程组:
x′ =

∂H

∂y

y′ = −∂H
∂x
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为 Hamilton 系统，H(t, x, y) 为 Hamilton 量.

判断依据：
∂f

∂x
+
∂g

∂y
= 0. 得到的 Hamilton 量即为首次积分.

5.5.3 极坐标法

进行变换： x = r cos θ

y = r sin θ

从而将 ODE 转化为 r, θ 的方程组.
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6 稳定性理论

前面连续依赖性的章节，我们关注的是一段区间内，解对初值的依赖性. 但是我们没办法照顾

到全空间的情况. 这个章节我们关注的是整个空间中，解对初值的依赖性，也就是稳定性理论.
我们看到这个函数对应的解曲线:

y′ = y − y2

已知有两个解：y = 0 和 y = 1. 我们发现，初值在 1 附近的解，都会趋向于 1; 初值在 0+ 附近的

解，都会趋向于 1; 而初值在 0− 附近的解，都会趋向于 0. 因此我们说，y = 1 附近比较“稳定”，而

y = 0 附近比较“不稳定”.

Definition 6.1. 设 X′ = F (t,X)，F 连续，且关于 X 满足 Lip 条件，φ(t) 为 (β,+∞) 上的

解.

若 ∀ε > 0, t0 > β，∃δ > 0，使得 ∀X0 (∥X0 − φ(t0)∥ < δ)，都有

X′ = F (t,X)

X(t0) = X0

在 [t0,+∞)

上存在解 X(t; t0,X0)，且

∥X(t; t0,X0)− φ(t)∥ < ε ∀t ∈ [t0,+∞)

则称 φ(t) 是稳定的.

Definition 6.2. 若 ∃ε > 0, t0 > β, ∀δ > 0，使得 ∃X0 (∥X0−φ(t0)∥ < δ)，使得

X′ = F (t,X)

X(t0) = X0

在 [t0,+∞) 上不存在解 X(t; t0,X0)，或者存在解 X(t; t0,X0)，但

∃t1 > t0, ∥X(t1; t0,X0)− φ(t1)∥ ≥ ε

则称 φ(t) 是不稳定的.

Definition 6.3. ∀t > β, ∃η > 0，使得：只要 ∥X0 − φ(t)∥ < η，都有

X′ = F (t,X)

X(t) = X0

在
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[t,+∞) 上存在解 X(t; t,X0)，且

lim
t→+∞

∥X(t; t,X0)− φ(t)∥ = 0

则称 φ(t) 是吸引的.

Definition 6.4. 若 φ(t) 既是稳定的又是吸引的，则称 φ(t) 是渐近稳定的.

那么么如何判断一个解是否稳定呢？最朴素的是求出解然后用定义. 对于一些特殊的情况，我

们有更方便的方法.

6.1 LODEs 的稳定性

对于 LODEs:
X′ = A(t)X

Theorem 6.1. 零解稳定，等价于：∀t0 > β, ∃K(t0)，使得

∥Φ(t)∥ ≤ K(t0) ∀t ≥ t0

Solution. 先证明充分性. ∀ε > 0, ∃δ = ε

K∥Φ−1(t)∥
使得:

∥X0∥ ≤ ∥Φ(t)∥∥Φ−1(t)∥∥X0∥ < K∥Φ−1(t)∥δ = ε

再证明必要性. ∀ε > 0, ∃δ > 0，使得对于所有的 ∥X0∥ < δ，都有

∥X(t; t0,X0)∥ < ε ∀t ≥ t0

则有 ∥Φ(t)Φ−1(t0)X0∥ < ε. 取 Xi =
δ

2
ei，其中 ei 为标准正交基，则有:

∥Φ(t)Φ−1(t0)ei∥ < ε
2

δ

∥Φ(t)Φ−1(t0)E∥ < ε
2n

δ

∥Phi(t)∥ ≤ ∥Φ(t)Φ−1(t0)∥∥Φ(t0)∥

< ε
2n

δ
∥Φ(t0)∥

= K

□

Theorem 6.2. 零解渐近稳定，等价于：

lim
t→+∞

∥Φ(t)∥ = 0

如果 A 是常矩阵，则有更简单的判据.
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Theorem 6.3. 设 A = [aij ]n×n 为常实数矩阵，则 X′ = AX 零解稳定的充分必要条件为：

Reλi ≤ 0 (i = 1, 2, . . . , n)

且 Reλi = 0 时对应的 Jordan 块为一阶的.

Theorem 6.4. 设 A = [aij ]n×n 为常实数矩阵，则 X′ = AX 零解渐近稳定的充分必要条件
为：

Reλi < 0 (i = 1, 2, . . . , n)

Theorem 6.5. 设 A = [aij ]n×n 为常实数矩阵，则 X′ = AX 零解不稳定的充分条件为：

∃i,使得Reλi > 0

或者

∃i,使得Reλi = 0，且对应的 Jordan 块不止一阶

6.2 线性近似法

我们考虑非线性微分方程：

X′ = AX +R(t,X)

其中 R(t,X) 满足：

lim
∥X∥→0

∥R(t,X)∥
∥X∥

= 0

Theorem 6.6. 若 A 的所有特征值的实部均小于零，则 X′ = AX + R(t,X) 的零解渐近稳

定.

Solution. 运用 Picard 定理和延拓定理进行证明.X′ = AX +R(t,X)

X(t0) = X0

存在唯一解 X(t), t ∈ [t0, T ).

X(t) = eA(t−t0)X0 +

∫ t

t0

eA(t−s)R(s,X(s)) ds

∥X(t)∥ ≤ ∥eA(t−t0)∥∥X0∥+
∫ t

t0

∥eA(t−s)∥∥R∥ ds

由于 A 的所有特征值的实部均小于零，σ > 0，使得

Reλi < −σ (i = 1, 2, . . . , n)

|eλit| ≤ e−σt

因此，∃M > 0，使得：

∥eAt∥ ≤Me−
σ
2 t
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所以

∥X(t)∥ ≤Me−
σ
2 (t−t0)∥X0∥+

∫ t

t0

Me−
σ
2 (t−s)ε1∥X∥ ds

得到：

e
σ
2 t∥X(t)∥ ≤Me

σ
2 t0∥X0∥+

∫ t

t0

Mε1e
σ
2 s∥X(s)∥ ds

由 Gronwall 不等式可知：

e
σ
2 t∥X(t)∥ ≤Me

σ
2 t0∥X0∥e

∫ t
t0

Mε1 ds
=Me

σ
2 t0∥X0∥eMε1(t−t0)

因此：

∥X(t)∥ ≤Me(Mε1−σ
2 )(t−t0)∥X0∥

∥X(t)∥ =Me−
σ
4 (t−t0)∥X0∥

因此 ∀ε > 0, ∃δ = εorδ1
2M

，当 ∥X0∥ < δ 时，有

∥X(t)∥ < εorδ1
2

∀t ≥ t0

由延拓定理可知，X(t) 在 [t0,+∞) 上存在唯一解. 且

∥X(t)∥ ≤ εorδ1
2

e−
σ
4 (t−t0) ∀t ≥ t0

□

Theorem 6.7. 若 A 存在特征值的实部大于零，则 X′ = AX +R(t,X) 的零解不稳定.

Theorem 6.8. 实系数特征多项式

P (z) = a0z
n + a1z

n−1 + · · ·+ an−1z + an

所有根有负实部的必要条件为：

aj
a0

> 0 (j = 0, 1, · · · , n)

Theorem 6.9 (Routh-Hurwitz 准则). 实系数特征多项式

P (z) = a0z
n + a1z

n−1 + · · ·+ an−1z + an

所有根有负实部的充分必要条件为：Routh-Hurwitz 行列式

∆n =



a1 a0 0 0 · · · 0

a3 a2 a1 a0 · · · 0

a5 a4 a3 a2 · · · 0
...

...
...

... . . . ...
0 0 0 0 · · · an


的所有顺序主子式均大于零.
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Example 6.1. 求: 
x′ = −2x+ y − z + x3ey

y′ = x− y + z3xy

z′ = x+ y − z − ex(cos z − 1)

的零解的稳定性.

Solution. 满足

lim
∥X∥→0

∥R(t,X)∥
∥X∥

= 0

|A− λE| = −λ3 − 4λ2 − 5λ− 3 = 0，看 λ3 + 4λ2 + 5λ+ 3 = 0

∆3 =


4 1 0

3 5 4

0 0 5


∆1 = 4 > 0, ∆2 = 17 > 0, ∆3 = 51 > 0 所以 ∀λi, Reλi < 0，因此零解渐近稳定. □

6.3 Lyapunov 第二方法

我们这一部分仅研究自治系统:
X′ = F (X)

零解的稳定性.

Definition 6.5. 若 V (X) 满足：（1）V (0) = 0；（2）存在 h，对所有 ∥X∥ < h，都有

V (X) ∈ C ′；（3）对所有 0 < ∥X∥ < h，都有 V (X) > 0 (< 0). 则称 V (X) 为正定 (负定) 函
数.

Definition 6.6. 若 V (X) 满足：（1）V (0) = 0；（2）存在 h，对所有 ∥X∥ < h，都有

V (X) ∈ C ′；（3）对所有 0 < ∥X∥ < h，都有 V (X) ≤ 0 (≥ 0). 则称 V (X) 为常负 (常正) 函
数.

Theorem 6.10. X′ = F (X), F (0) = 0. 若存在 h > 0，∥X∥ ≤ h 上的正定函数 V (X)，且全

导数

▽XV (X) · F (X)

是常负的，则零解是稳定的.

Theorem 6.11. X′ = F (X), F (0) = 0. 若存在 h > 0，∥X∥ ≤ h 上的正定函数 V (X)，且全

导数

▽XV (X) · F (X)

是定负的，则零解是渐近稳定的.
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Theorem 6.12. X′ = F (X), F (0) = 0. 若存在 h > 0，∥X∥ ≤ h 上的正定函数 V (X)，且全

导数

▽XV (X) · F (X)

是定正的，则零解是不稳定的.

Theorem 6.13. 若存在 V (X) 在 0 的某个邻域 Bδ 的开子区域 N 上满足：（1）V (0) ∈
C ′(N)；（2）{0} ∈ ∂N, V

∣∣∣
∂N

= 0；（3）N ∩Bδ 上，全导数

▽XV (X) · F (X)

是定正的，则零解是不稳定的.

上述定理中，函数 V (X) 称为 Lyapunov 函数. 通过寻找 Lyapunov 函数来解决零点稳定性

问题的方法，称为 Lyapunov 第二方法.
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7 几何理论

当我们将自治微分方程组： X′ = F (X)

X(t0) = X0

的解 φ(t; t0,X0) 中的 t 视为自变量，将以 t 为参数且沿着 t 增加的方向的曲线 X = φ(t; t0,X0) 称

为轨线，将表明所有轨线之间位置关系的拓扑结构图称为相图.
其实轨线就是积分曲线在相空间中的投影.

Theorem 7.1 (轨线的唯一性). 自治微分方程组的任意两条轨线不相交.

若对一切 t ∈ (−∞,+∞) ，φ(t) = x0 为常向量，则称 x = x0 为一个平衡解，称该点为自治微

分方程组的一个 奇点.

7.1 线性方程

我们考虑的是对于一个自治微分方程组：x
′ = ax+ by

y′ = cx+ dy

其奇点为 (0, 0)，研究奇点附近的轨线形状.
第一种方法是将解求出来，然后分析解的形状. 但是这种方法并不总是最好的.

我们记 A =

(
a b

c d

)
，解出特征值 λ1, λ2，并讨论以下几种情况：

1. λ1 < λ2 < 0 为稳定结点. 求解：
y′

x′

∣∣∣
y=kx

= k

得到两条直轨线 y = k1x 和 y = k2x. 再根据 y′
∣∣∣
(1,0)

的符号判断非直轨线的方向.

2. 0 < λ1 < λ2 为不稳定结点. 求解：
y′

x′

∣∣∣
y=kx

= k

得到两条直轨线 y = k1x 和 y = k2x. 再根据 y′
∣∣∣
(1,0)

的符号判断非直轨线的方向.

3. λ1 < 0 < λ2 为鞍点. 求解：
y′

x′

∣∣∣
y=kx

= k

得到两条直轨线 y = k1x 和 y = k2x. 再根据 y′
∣∣∣
(1,k1)

的符号判断直轨线的方向，随之即得非直轨

线的方向.
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4. λ1 = λ2 = λ ，根据 λ 符号判断是否稳定. 求解：

y′

x′

∣∣∣
y=kx

= k

若只有一个 k，则为退化结点. 再根据 y′
∣∣∣
(1,0)

的符号判断非直轨线的方向；若有无穷多个 k，则为

星形结点.

5. λ = α± iβ . 若 α = 0，则为中心；若 α < 0，则为稳定焦点，根据 y′
∣∣∣
(1,0)

的符号判断旋转方

向；若 α > 0，则为不稳定焦点，根据 y′
∣∣∣
(1,0)

的符号判断旋转方向.

更一般的，我们可以转换成极坐标形式

x = r cos θ

y = r sin θ
，从而得到：

y′x− x′y = r2θ′

根据正负判断旋转方向. 事实上，前面的 y′
∣∣∣
(1,0)

= (y′x− x′y)
∣∣∣
(1,0)

，是一样的.
同时注意到 λ1, λ2 由 trA 和 detA 决定，所以有如下分布图

7.2 非线性方程

对于非线性的自治微分方程组： x
′ = ax+ by +R1

y′ = cx+ dy +R2

若满足 ∥(R1, R2)∥ = o(∥(x, y)∥)，则对应线性方程组的结点类型为 S, N±, F± 时，非线性方程

组在奇点处的轨线形状与线性方程组相同.
若满足 ∥(R1, R2)∥ = o(∥(x, y)∥1+δ) (δ > 0)，则对应线性方程组的结点类型为 S±, D± 时，非

线性方程组在奇点处的轨线形状与线性方程组相同.
若奇点并不是原点，则可以通过平移变换将奇点移到原点，再进行判断.
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8 一阶偏微分方程 (PDE)

一阶偏微分方程的一般形式为：

F (t, x, u, ut, ux) = 0

如果 ∂tu = 0，那么有 u(t, x) = g(x), (g ∈ C ′)，也就转化为常微分方程.

8.1 一阶 LPDE

如果满足 ∂tu+ c∂xu = 0，则为一阶线性偏微分方程. 我们可以有两种看法：

1. (1, c) · (∂tu, ∂xu) = 0，(1, c) 与 (∂tu, ∂xu) 垂直.

2. 以 x 为横轴，t 为纵轴，记 V = (c, 1)，则 u 沿着 V 的方向导数:

DV u = V ·Du

= V · (∂xu, ∂tu)

= c∂xu+ ∂tu

= 0

即 u 沿着直线 x = x0 + ct 不变，则有:

u(t, x) = g(x− ct) (g ∈ C ′)

3. 做变换

x̃ = cx+ t

t̃ = −x+ ct
，则有：

∂xu = ∂x̃u · ∂x̃
∂x

+ ∂t̃u · ∂t̃
∂x

= c∂x̃u− ∂t̃u

∂tu = ∂x̃u · ∂x̃
∂t

+ ∂t̃u · ∂t̃
∂t

= ∂x̃u+ c∂t̃u

∂tu+ c∂xu = (1 + c2)∂x̃u = 0

所以 u = g(t̃) = g(−x+ ct), ∀g ∈ C ′.
我们将 x = x0 + ct 称为特征线. 将其参数化:t = s

x = x0 + cs

则原方程转化为： 
dt

ds
= 1 t

∣∣∣
s=0

= 0

dx

ds
= c x

∣∣∣
s=0

= x0

那么就有

u(t, x) = u(t(s), x(s)) = ũ(s)
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du

ds
=
∂u

∂t

dt

ds
+
∂u

∂x

dx

ds

= ∂tu+ c∂xu

= 0

u
∣∣∣
s=0

= g(x0)

如果加上初值： ut + cux = 0

u
∣∣∣
t=0

= g(x)

我们可以转变成： 

dt

ds
= 1 t

∣∣∣
s=0

= 0

dx

ds
= c x

∣∣∣
s=0

= x0

du

ds
= 0 u

∣∣∣
s=0

= g(x0)

变成常微分方程组进行求解.

8.2 一般的一阶 LPDE

对于一般的方程：

aut + bux = c, u
∣∣∣
t=0

= g(x)

我们有特征线方程： 

dt

ds
= a t

∣∣∣
s=0

= 0

dx

ds
= b x

∣∣∣
s=0

= x0

du

ds
= c u

∣∣∣
s=0

= g(x0)

其中 a = a(t, x, u), b = b(t, x, u), c = c(t, x, u). 由 Picard 定理可知有唯一解：


t = t(s, x0)

x = x(s, x0)

u = u(s, x0)

中，t, x

由隐函数定理可知存在 s = s(t, x), x0 = x0(t, x). 因此有解：

u = u(s(t, x), x0(t, x)) = ũ(t, x)

Example 8.1 (Burgers 方程). 求解：ut + uux = 0

u
∣∣∣
t=0

= x

Solution. 特征线方程： 

dt

ds
= 1 t

∣∣∣
s=0

= 0

dx

ds
= u x

∣∣∣
s=0

= x0

du

ds
= 0 u

∣∣∣
s=0

= x0
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解得： t = s

u = x0

代入第二条，得到 x = x0s+ x0，因此有:

x0 =
x

t+ 1

所以解为：

u =
x

t+ 1

□

Example 8.2. 求解： ut + xux = x

u
∣∣∣
t=0

= x3

Solution. 特征线方程： 

dt

ds
= 1 t

∣∣∣
s=0

= 0

dx

ds
= x x

∣∣∣
s=0

= x0

du

ds
= x u

∣∣∣
s=0

= x30

解得： t = s

x = x0e
s

代入第三条，得到：

u = x30 + x0(e
s − 1)

所以解为：

u = x3e−3t + x(1− e−t)

□

上面的特征线法，通过找特征线，将偏微分方程转化为常微分方程组进行求解.

8.3 首次积分法

先看其次的:
A1

∂u

∂x1
+A2

∂u

∂x2
+ · · ·+An

∂u

∂xn
= 0

其特征方程为：
dx1
A1

=
dx2
A2

= · · · = dxn
An

得到 n− 1 个首次积分 φi，则通解为：

u = g(φ1, φ2, . . . , φn−1) ∀g ∈ C ′

89



非齐次情况下，我们先看二元的：

A
∂u

∂x
+B

∂u

∂y
= C

那么 ∃F, F (x, y, u) = 0，则有：
∂u

∂x
= −Fx

Fu

,
∂u

∂y
= −Fy

Fu

代入原方程，得到：

AFx +BFy + CFu = 0

变成了齐次方程. 其特征方程为：
dx

A
=
dy

B
=
du

C

得到两个首次积分 φ1, φ2，则通解为：

F = g(φ1, φ2) = 0 ∀g ∈ C ′

Example 8.3. 求解：

uut + ux = 1

过曲线 t = a, x = a, u =
1

2
a.

Solution. (1) 特征线法. 

dt

ds
= u t

∣∣∣
s=0

= a

dx

ds
= 1 x

∣∣∣
s=0

= a

du

ds
= 1 u

∣∣∣
s=0

=
1

2
a

解得：

x = a+ s, u =
1

2
a+ s

代入第一条，得到：

t =
1

2
s2 +

1

2
as+ a

所以：

s =
t− x
1
2
x− 1

, a = x− t− x
1
2
x− 1

因此解为：

u =
1

2

(
x− t− x

1
2
x− 1

)
+

t− x
1
2
x− 1

(2) 首次积分法.
dt

u
=
dx

1
=
du

1

dt

u
=
du

1
∴ t− 1

2
u = c1

dx

1
=
du

1
∴ x− u = c2

因此解为：

Φ

(
t− 1

2
u, x− u

)
= 0
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不妨设 t− 1

2
u = f(x− u). 代入初始条件，得到：

a− 1

8
a2 = f

(
a− 1

2
a

)
= f

(
1

2
a

)
所以：

f(ξ) = 2ξ − 1

2
ξ2

代入 t− 1

2
u = f(x− u)，得到：

t− 1

2
u = 2(x− u)− 1

2
(x− u)2

因此解为：

u2 − 2(x+ 1)u+ 4x− 2t = 0

□
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