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整理原则与关键纠错
重点纠错说明
(1) 原手写页的主题是常微分方程，并非级数敛散性。本文按照原稿实际内容重构为常
微分方程讲义。

(2) 一阶线性方程的积分因子统一记为 µ(x) = e
∫
p(x)dx，因此通解应写成 y =

e−
∫
p(x)dx(∫

f(x)e
∫
p(x)dx dx+ C

)。
(3) 伯努利方程在作代换 z = y1−n 前默认 y ̸= 0。若 n > 0 且方程在 y = 0 处有意义，
则 y ≡ 0 还应单独补入。

(4) 全微分方程的判别条件 My = Nx 要求在单连通区域内讨论；若区域不单连通，局
部判别与全局势函数可能不同。

(5) 欧拉方程作 x = et 时，二阶导数应为 d2
y

dx2 = 1
x2

(
d2
Y

dt2 − dY
dt

)
，其中 Y (t) = y(et)。

这是原稿中最容易因手写识别遗漏平方因子的地方。
(6) 参数变易法中，标准方程 y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f(x) 的方程组是 u′1y1 + u′2y2 =

0, u′1y
′
1 + u′2y

′
2 = f(x)，由此得到 u′1 = −y2f

W
, u′2 =

y1f
W
，其中 W = y1y

′
2 − y′1y2。

学习主线
一阶方程的核心是通过分离变量、变量代换、积分因子把微分方程化成可积分形式；高
阶线性方程的核心是把解空间看成线性空间，用基本解组、朗斯基行列式、特征方程、特
解构造处理齐次与非齐次问题；微分方程组则把高阶标量方程统一到矩阵形式。
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第 1 节 常微分方程的基本概念与初值问题
1.1 常微分方程与偏微分方程
定义 1.1 (常微分方程). 若微分方程中的未知函数只含一个自变量，则称该方程为常微分
方程，简称微分方程或方程。若未知函数含两个或两个以上自变量，则称为偏微分方程。

常微分方程的阶数是方程中出现的未知函数最高阶导数的阶数。例如
dy
dx = f(x, y)

是一阶常微分方程，而
y(n) = f

(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
是标准形式的 n 阶常微分方程。

定义 1.2 (解、通解、特解与积分曲线). 设 y = φ(x) 在区间 I 上有足够阶导数。若代入微
分方程后恒等成立，则称 y = φ(x) 为该方程在 I 上的一个解。含有任意常数、并能表示一
族解的表达式称为通解；给定初值后确定的解称为特解。解的图像称为积分曲线。

若由关系式 Φ(x, y) = 0 确定的隐函数 y = φ(x) 满足微分方程，则称 Φ(x, y) = 0 为该
方程的一个隐式积分；若其含有一个任意常数，则称为通积分。

1.2 一阶初值问题的存在唯一性
考虑一阶初值问题 y′ = f(x, y),

y(x0) = y0.
(1.1)

定理 1.1 (一阶方程局部存在唯一性). 设矩形区域

D = {(x, y) : |x− x0| ≤ a, |y − y0| ≤ b}

内函数 f(x, y) 连续，且 fy(x, y) 连续。则初值问题(1.1) 在 x0 的某个邻域内存在唯一解。
若

M = max
(x,y)∈D

|f(x, y)| ,

并且 M > 0，则可取一个存在区间 |x− x0| ≤ h，其中

h = min
{
a,

b

M

}
.

当 M = 0 时可取 h = a。

注 1.1. 条件 fy 连续意味着 f 对 y 局部满足 Lipschitz 条件，这是唯一性的关键。仅有
f 连续通常只能保证局部存在性，不能保证唯一性。
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1.3 高阶初值问题的存在唯一性
考虑标准形式的 n 阶初值问题y(n) = f

(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
,

y(i)(x0) = y0i , i = 0, 1, . . . , n− 1.
(1.2)

定理 1.2 (高阶方程局部存在唯一性). 设 f
(
x, y0, y1, . . . , yn−1

) 以及它关于 y0, y1, . . . , yn−1

的偏导数在包含初值点的区域内连续，则初值问题(1.2) 在 x0 的某个邻域内存在唯一解。

注 1.2. 高阶方程的存在唯一性常通过引入变量

x1 = y, x2 = y′, . . . , xn = y(n−1)

化为一阶方程组的存在唯一性来证明。

第 2 节 一阶微分方程的初等解法
2.1 可分离变量方程
定义 2.1 (可分离变量方程). 若一阶方程可写成

dy
dx = φ(x)ψ(y), (2.1)

其中 φ 与 ψ 分别只依赖于 x 与 y，则称为可分离变量方程。

若在所讨论解曲线上 ψ(y) ̸= 0，则
dy
ψ(y)

= φ(x)dx.

两边积分得隐式通解 ∫ dy
ψ(y)

=

∫
φ(x)dx+ C. (2.2)

若存在常数 y∗ 使 ψ(y∗) = 0，则

y(x) ≡ y∗

也是方程(2.1) 的一个常值解。这个解在分离变量时被除掉，必须单独检查。

可分离变量方程的求解步骤
(1) 判断能否写成 y′ = φ(x)ψ(y)。
(2) 对 ψ(y) ̸= 0 的部分作分离变量并积分。
(3) 单独补查 ψ(y) = 0 给出的常值解。
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(4) 若有初值，用初值确定积分常数；必要时保持隐式形式。

2.2 齐次方程
定义 2.2 (一阶齐次方程). 若一阶方程可写成

dy
dx = f(x, y) = g

(y
x

)
, x ̸= 0, (2.3)

则称其为一阶齐次方程。

令
u =

y

x
, y = ux.

于是
dy
dx = u+ x

du
dx.

代入(2.3) 得
x
du
dx = g(u)− u,

du
dx =

g(u)− u

x
. (2.4)

这已成为可分离变量方程：
du

g(u)− u
=

dx
x
. (2.5)

注 2.1. 若存在 u0 使 g(u0)− u0 = 0，则 u ≡ u0，即 y = u0x 是原齐次方程的直线解。它
也应单独补查。

2.3 一阶线性微分方程
定义 2.3 (一阶线性方程). 形如

dy
dx + p(x)y = f(x) (2.6)

的一阶方程称为一阶线性微分方程。其中 p(x), f(x) 为已知连续函数。若 f(x) ≡ 0，称为齐
次线性方程；否则称为非齐次线性方程。

2.3.1 齐次情形

齐次方程
y′ + p(x)y = 0

可分离变量：
dy
y

= −p(x)dx.

故
ln |y| = −

∫
p(x)dx+ ln |C| , C ̸= 0.

把 C = 0 合并进去，齐次通解为
y = Ce−

∫
p(x)dx

. (2.7)
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2.3.2 非齐次情形与积分因子

对非齐次方程(2.6)，取积分因子

µ(x) = e
∫
p(x)dx

. (2.8)

两边同乘 µ(x)，得

µy′ + µpy = µf, (2.9)
(µy)′ = µf. (2.10)

故
µ(x)y =

∫
µ(x)f(x)dx+ C, (2.11)

即
y = e−

∫
p(x)dx

[∫
f(x)e

∫
p(x)dx dx+ C

]
. (2.12)

若给定初值 y(x0) = y0，则更稳妥的定积分形式为

y(x) = e
−

∫ x
x0
p(s)ds

[
y0 +

∫ x

x0

f(ξ)e
∫ ξ
x0
p(s)ds

dξ
]
. (2.13)

一阶线性方程的结构
公式(2.12) 可以看成

通解 =非齐次方程的一个特解+齐次方程通解.

这正是高阶线性微分方程中“齐次通解加一个特解”结构的雏形。

2.4 伯努利方程
定义 2.4 (伯努利方程). 形如

dy
dx + p(x)y = f(x)yn, n ̸= 0, 1, (2.14)

的方程称为伯努利方程。

在 y ̸= 0 的区间上，两边同乘 y−n，得到

y−ny′ + p(x)y1−n = f(x). (2.15)

令
z = y1−n, (2.16)

则
z′ = (1− n)y−ny′. (2.17)
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于是伯努利方程化为一阶线性方程

z′ + (1− n)p(x)z = (1− n)f(x). (2.18)

求出 z 后，再由 z = y1−n 回代求 y。
注 2.2. 当 n > 0且 yn 在 y = 0处有意义时，y ≡ 0是(2.14)的一个解。由于代换 z = y1−n

排除了 y = 0，求解后应把该解单独补入。

第 3 节 全微分方程与积分因子
3.1 全微分方程
定义 3.1 (全微分方程). 设 M(x, y), N(x, y) 在区域 G ⊂ R2 内连续。若存在二元函数
u(x, y)，使得

du =M(x, y)dx+N(x, y)dy, (3.1)

则方程
M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0 (3.2)

称为全微分方程，其通解为
u(x, y) = C. (3.3)

此时 u 称为方程的势函数或原函数。

定理 3.1 (全微分判别法). 若 M,N 在单连通区域 G内具有连续一阶偏导数，则方程(3.2)
是全微分方程的充要条件为

∂M

∂y
=
∂N

∂x
, (x, y) ∈ G. (3.4)

注 3.1. “单连通”是全局势函数存在的自然条件。如果区域有洞，条件(3.4) 仍可给出局
部势函数，但不一定保证整个区域上存在单值的全局势函数。

3.2 势函数的求法
若方程为全微分方程，可以用两种常用方式求势函数。

方法一：沿折线路径积分
任选基点 (x0, y0)，令

u(x, y) =

∫ x

x0

M(ξ, y0)dξ +
∫ y

y0

N(x, η)dη. (3.5)

若 My = Nx，则路径无关；上式给出一个势函数。
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方法二：先对 x 积分
由 ux =M 得

u(x, y) =

∫
M(x, y)dx+ ϕ(y), (3.6)

其中 y 视为常数。再利用 uy = N 求出 ϕ′(y)，积分得 ϕ(y)。也可先对 y 积分再补 ψ(x)。

常用微分恒等式如下：

y dx+ xdy = d(xy), (3.7)
y dx− xdy

y2
= d

(
x

y

)
, (3.8)

−y dx+ xdy
x2 + y2

= d
(
arctan y

x

)
, (3.9)

y dx− xdy
x2 − y2

= d
[
1

2
ln

∣∣∣∣x− y

x+ y

∣∣∣∣] . (3.10)

例 3.1. 求解 (
cos x+ 1

y

)
dx+

(
1

y
− x

y2

)
dy = 0. (3.11)

这里
M = cos x+ 1

y
, N =

1

y
− x

y2
.

计算得
My = − 1

y2
, Nx = − 1

y2
,

故方程是全微分方程。由恒等式

cos xdx = d(sinx), 1

y
dx− x

y2
dy = d

(
x

y

)
,

1

y
dy = d(ln |y|),

得到通解
sinx+ x

y
+ ln |y| = C. (3.12)

3.3 积分因子
定义 3.2 (积分因子). 若方程

M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0

本身不是全微分方程，但存在非零函数 µ(x, y)，使得

µM dx+ µN dy = 0 (3.13)

成为全微分方程，则称 µ 为该方程的积分因子。
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积分因子的一般条件为
∂(µM)

∂y
=
∂(µN)

∂x
. (3.14)

展开得
Mµy + µMy = Nµx + µNx. (3.15)

这是关于 µ 的一阶偏微分方程，一般难以直接求解。因此通常先尝试 µ 只依赖于一个变量
的情形。

定理 3.2 (只依赖于 x 的积分因子). 若
My −Nx

N
= ϕ(x) (3.16)

只与 x 有关，则
µ(x) = e

∫
ϕ(x)dx (3.17)

是一个积分因子。

证明. 若 µ = µ(x)，则 µy = 0，条件(3.14) 变为

µMy = Nµ′ + µNx.

于是
µ′

µ
=
My −Nx

N
= ϕ(x),

积分即得(3.17)。

推论 3.1 (只依赖于 y 的积分因子). 若
Nx −My

M
= ψ(y) (3.18)

只与 y 有关，则
µ(y) = e

∫
ψ(y)dy (3.19)

是一个积分因子。

例 3.2. 求解 (
3y +

y2

x

)
dx+ (x+ y)dy = 0, x ̸= 0. (3.20)

此时
M = 3y +

y2

x
, N = x+ y.

有
My = 3 +

2y

x
, Nx = 1.

故
My −Nx

N
=

2 + 2y/x

x+ y
=

2

x
, (3.21)
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只与 x 有关。因此可取积分因子

µ(x) = e
∫
2/xdx

= x2. (3.22)

乘以 x2 后方程化为
(3x2y + xy2)dx+ (x3 + x2y)dy = 0. (3.23)

势函数满足

ux = 3x2y + xy2, (3.24)

u = x3y +
1

2
x2y2 + ϕ(y). (3.25)

再由
uy = x3 + x2y + ϕ′(y) = x3 + x2y

得 ϕ′(y) = 0。故通解为
x3y +

1

2
x2y2 = C. (3.26)

第 4 节 可降阶的高阶微分方程
可降阶方程的基本思想是：根据方程中缺少的变量或导数，选取合适代换，把高阶方程

降为低阶方程。典型二阶方程为

F (x, y, y′, y′′) = 0. (4.1)

4.1 右端只含自变量
若

y′′ = f(x), (4.2)

则直接积分两次：

y′ =

∫
f(x)dx+ C1, y =

∫ (∫
f(x)dx

)
dx+ C1x+ C2. (4.3)

更一般地，若
y(n) = f(x), (4.4)

则连续积分 n 次即可得到通解。

4.2 方程不显含 y

若
y′′ = f(x, y′), (4.5)

令
p = y′. (4.6)

11
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则
y′′ = p′ =

dp
dx, (4.7)

方程(4.5) 降为一阶方程
dp
dx = f(x, p). (4.8)

若求得 p = p(x,C1)，则再积分得到

y =

∫
p(x,C1)dx+ C2. (4.9)

4.3 方程不显含 x

若
y′′ = f(y, y′), (4.10)

令
p = y′. (4.11)

此时把 p 看成 y 的函数，则

y′′ =
dp
dx =

dp
dy

dy
dx = p

dp
dy . (4.12)

于是(4.10) 降为
p
dp
dy = f(y, p). (4.13)

求得 p = p(y, C1) 后，由
dy
dx = p(y, C1) (4.14)

再作一次分离变量积分，得到 y = y(x,C1, C2)。

降阶记忆
不显含 y：令 p = y′，把二阶方程降为 p(x) 的一阶方程。
不显含 x：令 p = y′，但把 p 看成 y 的函数，使用 y′′ = p dp/dy。

第 5 节 线性微分方程的一般理论
5.1 线性微分算子与初值问题
定义 5.1 (n 阶线性微分方程). 形如

dny
dxn + p1(x)

dn−1
y

dxn−1
+ · · ·+ pn−1(x)

dy
dx + pn(x)y = f(x) (5.1)

的方程称为 n 阶线性微分方程。若 f(x) ≡ 0，称为齐次线性方程；若 f(x) ̸≡ 0，称为非齐
次线性方程。

12
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定义线性微分算子
L[y] = y(n) + p1(x)y

(n−1) + · · ·+ pn−1(x)y
′ + pn(x)y. (5.2)

则方程(5.1) 可写为
L[y] = f(x). (5.3)

命题 5.1 (线性性). 对任意常数 α, β 和足够光滑函数 u, v，有
L[αu+ βv] = αL[u] + βL[v]. (5.4)

定理 5.1 (线性方程初值问题). 设 p1, p2, . . . , pn, f 在区间 (a, b) 内连续，且 x0 ∈ (a, b)。则
初值问题 L[y] = f(x),

y(i)(x0) = y0i , i = 0, 1, . . . , n− 1
(5.5)

在 (a, b) 内存在唯一解。

5.2 齐次线性方程与基本解组
考虑齐次方程

L[y] = 0. (5.6)

定理 5.2 (齐次解空间). 方程(5.6) 在区间 (a, b) 上的解集构成一个 n 维线性空间。因此，
若 y1, . . . , yn 是该空间的一组基，则齐次通解为

y = C1y1 + C2y2 + · · ·+ Cnyn. (5.7)

定义 5.2 (线性相关与线性无关). 函数组 y1, . . . , ym 在区间 I 上称为线性相关，若存在不
全为零的常数 c1, . . . , cm，使

c1y1(x) + · · ·+ cmym(x) ≡ 0, x ∈ I. (5.8)

否则称为线性无关。

定义 5.3 (朗斯基行列式). 设函数 y1, . . . , ym 具有至多 m− 1 阶导数，称

W (y1, . . . , ym)(x) = det


y1(x) y2(x) · · · ym(x)

y′1(x) y′2(x) · · · y′m(x)
... ... . . . ...

y
(m−1)
1 (x) y

(m−1)
2 (x) · · · y

(m−1)
m (x)

 (5.9)

为它们的朗斯基行列式，简称 Wronskian。

定理 5.3 (基本解组判别). 设 y1, . . . , yn 是齐次线性方程(5.6) 的 n 个解。它们构成基本解
组的充要条件是存在 x0 ∈ (a, b) 使

W (y1, . . . , yn)(x0) ̸= 0. (5.10)

此时 W (y1, . . . , yn)(x) 在整个区间内处处不为零。

13
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注 5.1. 对任意函数组而言，W ≡ 0 不一定推出线性相关；但对同一个线性齐次方程的解
组，朗斯基行列式的上述判别成立。原稿中“W = 0 等价于线性相关”的表述应理解为在
线性齐次方程解组这一语境下成立。

定理 5.4 (Abel 公式). 对齐次方程

y(n) + p1(x)y
(n−1) + · · ·+ pn(x)y = 0,

任意 n 个解 y1, . . . , yn 的 Wronskian 满足

W ′(x) = −p1(x)W (x). (5.11)

因此
W (x) = W (x0)exp

[
−
∫ x

x0

p1(s)ds
]
. (5.12)

5.3 非齐次线性方程的解结构
考虑非齐次方程

L[y] = f(x). (5.13)

定理 5.5 (非齐次方程的通解结构). 设 y∗(x)是(5.13)的一个特解，Y (x)是对应齐次方程
L[Y ] = 0 的通解，则(5.13) 的通解为

y = Y + y∗. (5.14)

证明. 若 L[y∗] = f，且 L[Y ] = 0，则

L[Y + y∗] = L[Y ] + L[y∗] = f.

反之，若 y 是任意一个非齐次解，则

L[y − y∗] = L[y]− L[y∗] = 0,

故 y − y∗ 属于齐次解空间。

定理 5.6 (叠加原理). 若

L[y1] = f1(x), L[y2] = f2(x),

则
L[y1 + y2] = f1(x) + f2(x). (5.15)

更一般地，
L

[
m∑
j=1

cjyj

]
=

m∑
j=1

cjL[yj].
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推论 5.1 (复解的实部与虚部). 若线性方程的系数均为实函数，且复值函数

y = u(x) + iv(x)

满足
L[y] = U(x) + iV (x),

则
L[u] = U, L[v] = V. (5.16)

特别地，若 L[y] = 0，则 u 与 v 都是实值齐次解。

第 6 节 常系数线性微分方程
6.1 二阶常系数齐次线性方程
考虑

y′′ + py′ + qy = 0, (6.1)

其中 p, q 为常数。试取指数型解 y = eλx，代入得到

(λ2 + pλ+ q)eλx = 0. (6.2)

于是特征方程为
λ2 + pλ+ q = 0. (6.3)

定理 6.1 (二阶常系数齐次方程通解). 设特征方程(6.3) 的根为 λ1, λ2。
(1) 若 λ1 ̸= λ2 且均为实根，则

y = C1e
λ1x

+ C2e
λ2x
. (6.4)

(2) 若 λ1 = λ2 = λ 是二重实根，则

y = (C1 + C2x)eλx. (6.5)

(3) 若 λ1,2 = α± iβ，其中 β > 0，则

y = eαx
(
C1 cos βx+ C2 sin βx

)
. (6.6)

二重根公式可用降阶推出。若 y1 = eλx，令 y = ueλx，代入(6.1) 后得到

y′ = (u′ + λu)eλx, (6.7)
y′′ = (u′′ + 2λu′ + λ2u)eλx. (6.8)

因此 [
u′′ + (2λ+ p)u′ + (λ2 + pλ+ q)u

]
eλx = 0. (6.9)
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若 λ 是二重根，则
λ2 + pλ+ q = 0, 2λ+ p = 0,

从而 u′′ = 0，即 u = C1 + C2x。
若特征根为 α± iβ，复解为

e(α+iβ)x
, e(α−iβ)x

. (6.10)

由 Euler 公式
eiθ = cos θ + i sin θ (6.11)

可取其实部与虚部，得到两个实解
eαx cos βx, eαx sin βx. (6.12)

复根情形的通解也可以写成相位形式。令
A =

√
C2

1 + C2
2 ,

C1

A
= sinφ, C2

A
= cosφ,

则
eαx(C1 cos βx+ C2 sin βx) = Aeαx sin(βx+ φ). (6.13)

特征根类型 通解形式

两个不相等实根 λ1 ̸= λ2 y = C1e
λ1x

+ C2e
λ2x

二重实根 λ1 = λ2 = λ y = (C1 + C2x)eλx

共轭复根 α± iβ y = eαx(C1 cos βx+ C2 sin βx)

6.2 n 阶常系数齐次线性方程
考虑

y(n) + p1y
(n−1) + · · ·+ pn−1y

′ + pny = 0, (6.14)
其中 p1, . . . , pn 为常数。其特征方程为

D(λ) = λn + p1λ
n−1 + · · ·+ pn−1λ+ pn = 0. (6.15)

定理 6.2 (n阶常系数齐次方程通解). 设特征方程(6.15)的互异复根为 λ1, . . . , λs，重数分
别为 n1, . . . , ns，且

n1 + · · ·+ ns = n.

则在复数范围内，通解可写为
y =

s∑
i=1

ni−1∑
j=0

Cijx
jeλix. (6.16)

若系数为实数，则每一对共轭复根 α± iβ 的复解应改写成实解
xjeαx cos βx, xjeαx sin βx, j = 0, 1, . . . , k − 1, (6.17)

其中 k 是复根 α + iβ 的重数。
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特征根 对应基本解

单重实根 λ eλx

k 重实根 λ eλx, xeλx, . . . , xk−1eλx

单重复根 α± iβ eαx cos βx, eαx sin βx

k 重复根 α± iβ xjeαx cos βx, xjeαx sin βx, j = 0, . . . , k − 1

6.3 二阶常系数非齐次方程与待定系数法
考虑

y′′ + py′ + qy = f(x). (6.18)
先求对应齐次方程的通解 Y，再求非齐次方程的一个特解 y∗，则通解为

y = Y + y∗. (6.19)

待定系数法适用于 f(x) 为多项式、指数函数、三角函数及其有限线性组合的情形。本
质上是利用这些函数族在微分运算下封闭。

6.3.1 右端为 Pm(x)eαx

设
f(x) = Pm(x)eαx, (6.20)

其中 Pm(x) 是 m 次多项式。令
y∗ = Q(x)eαx. (6.21)

因为
(Qeαx)′ = (Q′ + αQ)eαx, (6.22)
(Qeαx)′′ = (Q′′ + 2αQ′ + α2Q)eαx, (6.23)

代入(6.18) 得
Q′′ + (2α + p)Q′ + (α2 + pα + q)Q = Pm(x). (6.24)

于是可按 α 与特征根的关系决定试探形式：
y∗ = xkRm(x)eαx, (6.25)

其中 Rm(x) 是 m 次待定多项式，而

k =


0, α 不是特征根,
1, α 是单重特征根,
2, α 是二重特征根.

(6.26)

注 6.1. 若 α 是二重特征根，方程(6.24) 中 Q 与 Q′ 的系数会同时消失，必须乘以 x2 才
能避免与齐次解重复。
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6.3.2 右端含三角函数

若
f(x) = eαx

(
Pm(x)cos βx+Ql(x) sin βx

)
, β > 0, (6.27)

则把三角函数看作复指数的实部或虚部：

eαx cos βx = Ree(α+iβ)x
, eαx sin βx = Ime(α+iβ)x

. (6.28)

因此试探特解可写为

y∗ = xkeαx
(
Rs(x)cos βx+ Ss(x) sin βx

)
, (6.29)

其中
s = max{m, l},

Rs, Ss 为 s次待定多项式；k 等于复数 α+ iβ 作为特征根的重数。对于二阶方程，k 通常为
0 或 1；若在更高阶方程中出现重根，则可为更大的整数。

6.4 高阶常系数非齐次方程
对高阶常系数非齐次方程

L[y] = f(x), (6.30)

待定系数法的规则与二阶情形完全一致，只是 k 应取为对应特征根的重数。

定理 6.3 (待定系数法的试探形式). 设 L 为常系数线性微分算子。
(1) 若

f(x) = Pm(x)eαx,

且 α 是特征方程的 k 重根（不是特征根时 k = 0），则取

y∗ = xkRm(x)eαx. (6.31)

(2) 若
f(x) = eαx

(
Pm(x)cos βx+Ql(x) sin βx

)
,

且 α + iβ 是特征方程的 k 重根（不是特征根时 k = 0），令 s = max{m, l}，取

y∗ = xkeαx
(
Rs(x)cos βx+ Ss(x) sin βx

)
. (6.32)

待定系数法的判断口诀
先看右端类型，再写同型试探；若试探项与齐次解重复，就乘以足够高次的 x，直到不再
重复。乘上的 xk 中，k 正是相应特征根的重数。
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第 7 节 一般线性方程的若干解法
7.1 欧拉方程
定义 7.1 (欧拉方程). 形如

a0x
n d

n
y

dxn + a1x
n−1 d

n−1
y

dxn−1
+ · · ·+ an−1x

dy
dx + any = f(x), (7.1)

其中 a0 ̸= 0，且 a0, . . . , an 为常数的方程称为欧拉方程，也称 Cauchy–Euler 方程。

在 x > 0 上令
x = et, t = lnx, Y (t) = y(et). (7.2)

则
dy
dx =

1

x

dY
dt , (7.3)

x
dy
dx = Y ′, (7.4)

d2
y

dx2 =
1

x2
(Y ′′ − Y ′) , (7.5)

x2
d2
y

dx2 = Y ′′ − Y ′. (7.6)

由此，欧拉方程可转化为关于 t 的常系数线性方程。

例 7.1 (二阶欧拉方程). 设

x2y′′ + axy′ + by = f(x), x > 0. (7.7)

作 x = et 后，有
(Y ′′ − Y ′) + aY ′ + bY = f(et), (7.8)

即
Y ′′ + (a− 1)Y ′ + bY = f(et). (7.9)

这是常系数非齐次线性方程。

齐次欧拉方程也可直接试取 y = xr。以二阶为例，代入

x2y′′ + axy′ + by = 0

得到
r(r − 1) + ar + b = 0. (7.10)

这称为指标方程。若根为不同实根、重根或共轭复根，则分别得到与常系数方程相似的通
解；复根 r = α± iβ 对应

xα cos(β lnx), xα sin(β lnx). (7.11)
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7.2 已知一个解时的降阶法
考虑二阶齐次线性方程

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0. (7.12)

设已知一个非零解 y1(x)，为了求另一个线性无关解，令

y = u(x)y1(x). (7.13)

代入并整理。由于 y1 本身满足原方程，含 u 的项消失，得到

u′′y1 + u′(2y′1 + py1) = 0. (7.14)

令 z = u′，则
z′y1 + (2y′1 + py1)z = 0. (7.15)

这是关于 z 的一阶线性齐次方程。解得

z = C
e−

∫
p(x)dx

y21
. (7.16)

因此可取第二个解为
y2 = y1

∫ e−
∫
p(x)dx

y21
dx. (7.17)

降阶法结论
若 y1 是 y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0 的一个非零解，则

y2 = y1

∫ e−
∫
p(x)dx

y21
dx

给出与 y1 线性无关的另一个解。于是齐次通解为

y = C1y1 + C2y2.

7.3 二阶非齐次方程的参数变易法
考虑标准非齐次方程

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f(x). (7.18)

设对应齐次方程有基本解组 y1, y2，其 Wronskian

W = y1y
′
2 − y′1y2 ̸= 0. (7.19)

参数变易法将齐次通解中的常数改为函数：

y∗ = u1(x)y1(x) + u2(x)y2(x). (7.20)
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为简化计算，附加条件
u′1y1 + u′2y2 = 0. (7.21)

于是
(y∗)′ = u1y

′
1 + u2y

′
2, (7.22)

(y∗)′′ = u′1y
′
1 + u′2y

′
2 + u1y

′′
1 + u2y

′′
2 . (7.23)

代入(7.18) 并利用 y1, y2 是齐次解，得到第二个条件
u′1y

′
1 + u′2y

′
2 = f(x). (7.24)

由(7.21) 与(7.24) 解得
u′1 = −y2f

W
, u′2 =

y1f

W
. (7.25)

因此可取一个特解为
y∗ = −y1

∫
y2f

W
dx+ y2

∫
y1f

W
dx. (7.26)

非齐次方程的通解为

y = C1y1 + C2y2 − y1

∫
y2f

W
dx+ y2

∫
y1f

W
dx. (7.27)

注 7.1. 公式(7.26) 适用于标准形式 y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f(x)。若原方程为
a2(x)y

′′ + a1(x)y
′ + a0(x)y = g(x),

应先除以 a2(x)，把右端改成 f(x) = g(x)/a2(x)。

第 8 节 微分方程组
8.1 一阶微分方程组
定义 8.1 (一阶微分方程组). 形如

dxi
dt = fi(t, x1, . . . , xn), i = 1, 2, . . . , n, (8.1)

的系统称为一阶微分方程组。

若
dxi
dt =

n∑
j=1

aij(t)xj + gi(t), i = 1, . . . , n, (8.2)

则称为一阶线性微分方程组。记

x =


x1
x2
...
xn

 , A(t) =


a11(t) a12(t) · · · a1n(t)

a21(t) a22(t) · · · a2n(t)
... ... . . . ...

an1(t) an2(t) · · · ann(t)

 , g(t) =


g1(t)

g2(t)
...

gn(t)

 . (8.3)
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则可写成矩阵形式
dx
dt = A(t)x+ g(t). (8.4)

若 g(t) ≡ 0，则称为齐次线性系统。

8.2 高阶标量方程化为一阶系统
考虑

y(n) + p1(t)y
(n−1) + · · ·+ pn−1(t)y

′ + pn(t)y = f(t). (8.5)

令
x1 = y, x2 = y′, . . . , xn = y(n−1). (8.6)

则

x′1 = x2, (8.7)
x′2 = x3, (8.8)
... (8.9)

x′n−1 = xn, (8.10)
x′n = −pn(t)x1 − pn−1(t)x2 − · · · − p1(t)xn + f(t). (8.11)

因此(8.5) 等价于一阶线性系统

d
dt


x1
x2
...
xn

 =


0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
... ... ... . . . ...
0 0 0 · · · 1

−pn −pn−1 −pn−2 · · · −p1




x1
x2
...
xn

+


0

0
...

f(t)

 . (8.12)

统一观点
任意 n 阶标量微分方程在引入 n 个状态变量后，都可以化为一阶微分方程组。线性高阶
方程对应线性一阶系统；常系数高阶方程对应常系数矩阵系统。

8.3 常系数齐次线性系统的特征值法
考虑常系数齐次系统

dx
dt = Ax. (8.13)

仿照标量常系数方程，试取
x = veλt, v ̸= 0. (8.14)

代入(8.13) 得
λveλt = Aveλt, (8.15)
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即
(λI − A)v = 0. (8.16)

要有非零解 v，必须
det(λI − A) = 0. (8.17)

这就是矩阵系统的特征方程。

定理 8.1 (可对角化情形的通解). 若矩阵 A 有 n 个线性无关的特征向量 v1, . . . , vn，对应
特征值 λ1, . . . , λn，则系统(8.13) 的通解为

x(t) = C1v1e
λ1t

+ · · ·+ Cnvne
λnt
. (8.18)

注 8.1. 若存在重特征值且特征向量不足，则需要引入广义特征向量，解中会出现 teλt, t2eλt

等项；这与常系数标量方程中重根对应 xjeλx 的现象完全一致。

总复习表

类型 标准形式 核心方法
可分离变量 y′ = φ(x)ψ(y) 分离为 dy/ψ(y) = φ(x)dx，

并补查 ψ(y) = 0。
齐次方程 y′ = g(y/x) 令 u = y/x，化为

u′ =
(
g(u)− u

)
/x。

一阶线性 y′ + p(x)y = f(x) 积分因子 µ = e
∫
p，通解公

式(2.12)。
伯努利方程 y′ + p(x)y = f(x)yn 令 z = y1−n，化为一阶线性

方程。
全微分方程 M dx+N dy = 0 判别 My = Nx，求势函数

u = C。
积分因子 M dx+N dy = 0 非全微分 若 (My −Nx)/N = ϕ(x)，

取 µ = e
∫
ϕ；若

(Nx −My)/M = ψ(y)，取
µ = e

∫
ψ。

常系数齐次 L(D)y = 0 解特征方程；重根乘 xj，复
根取实部和虚部。

常系数非齐次 L(D)y = f(x) 齐次通解加特解；对简单右
端可用待定系数法。

欧拉方程 a0x
ny(n) + · · ·+ any = f(x) 令 x = et 化为常系数方程，

或齐次时试取 y = xr。
参数变易法 y′′ + py′ + qy = f 用基本解组 y1, y2 构造 y∗，

公式见(7.26)。
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类型 标准形式 核心方法
微分方程组 ẋ = A(t)x+ g(t) 统一矩阵形式；常系数齐次

系统用特征值法。
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